Zajecia E-3: “Dwuwymiarowe programowanie dynamiczne”

Cel zajec i efekty uczenia

Gtowne cele zaje¢ / materiat do opanowania:
e Wprowadzenie do wielowymiarowych algorytméw dynamicznych
e Odtwarzanie wyniku przy programowaniu dynamicznym
e Optymalizacja pamieciowa w algorytmach dynamicznych
Dodatkowe cele:
e ROznica miedzy ztozonoscig czasowg i pamieciowg - podejscie teoretyczne i praktyczne

Zadania do rozwigzania na sprawdzarce

Diamenty

Na niektorych polach kwadratowej planszy n x n umieszczone sg diamenty. Pionek przechodzi z
pola w lewym goérnym rogu do pola w prawym dolnym rogu, poruszajgc sie wytgcznie w prawo i
w dot. ZnaleZzc trase, w ktorej mozna zebra¢ w ten sposob najwiecej diamentow.

Neon

Dane sa dwa napisy. Znalez¢ najdtuzszy podcigg, ktory wystepuje jednoczesnie w obu
(niekoniecznie jako spdjny fragment).

Wersja I: podac tylko dtugosc¢ podciggu, mieszczgc sie w stosunkowo niskim (np. 8MB) limicie
pamieci.

Wersja Il: podac caty podciag.

[opcjonalnie] Wersja lll: podac caty podciag oraz zmieScic¢ sie w niskim limicie pamieci.

Plan zaje¢

Szacunkowy czas trwania: 4 godziny lekcyjne.

1. Zadanie “Diamenty”

o Podzadanie: maksymalna liczba diamentow, ktorg mozna zebrac konczgc na
polu (i,j).

o Wartos¢ podzadania: Wij[j] = max(W[i-1][jl, W[i][j-1]) [+ 1, jeSli na polu (i,j) jest
diament] - wynika to z prostej obserwacji, ze Sciezka koriczgca na polu (i,j) musi
wczesniej przej$c przez jedno z pol (i-1,j), (i.j-1).

o Odtwarzanie wyniku: na pole (i,j) zawsze wchodzimy z pola (i-1,j) albo (i,j-1) - z
tego z nich, ktére ma wiekszgq warto$¢ W. Zaczynajgc od pola (n,n) i cofajgc sie
po jednym ruchu, odtwarzamy catg droge.

2. Zadanie “Neon”



o Problem najdtuzszego wspolnego podciggu jest nie tylko waznym ¢wiczeniem z
programowania dynamicznego, ale jest fundamentalny ze wzgledu na
zastosowania, od podobienstwa kodow DNA po szukanie plagiatow w tekstach.

o Podzadanie: dla stow A[1..n] i B[1..m] wartos¢ NWPY[i][j] to najdtuzszy wspdlny
podcigg fragmentoéw A[1..i] oraz B[1..j]. Petny algorytm jest opisany w bardzo
wielu miejscach, nawet na Wikipedii, a takze skrotowo zapisany w ponizszej
ramce:

najdtuzszy wspdlny podcigg(A[1..n], B[1..m])
NWRPIiJ[0] = O, dla kazdego i=1,...,n
NWP[O][j] = O, dla kazdego j=1,...,m
dlai=1,..., n:
dlaj=1,.., m:
jezeli Ali] = B[j]
NWPJil[j] = NWP[i-1][j-1]+1
w przeciwnym razie:
NWRPYJil[j] = max(NWP[i-1][j], NWP[i][j-1])

o Warto z uczniami przeanalizowac catg procedure na dwoch przyktadowych
stowach, wypetniajgc kolejno catg tablice NWRPJi][j] po jednym polu.
3. Najdtuzszy wspolny podcigg - odtwarzanie wyniku
o Gtéwna idea - analogicznie jak w “Diamentach”, cofamy sie od wyniku
(NWP[m][n]) po jednym polu.

m Metoda I: w czasie tworzenia tablicy NWPYi][j] zapisujemy w osobnej
tablicy R[][], z ktérego pola ((i-1,j), (i,j-1) lub (i-1,j-1) weszlismy na (i,j)) -
np. R[il[j] = 1, jesli NWPYi][j] = NWP[i-1][j], 2 jesli NWPJi][j] = NWPJi][j-1]
lub 3, jesli NWPJi][j] = NWPi-1][j-1]+1. Majgc zapisane te wartosci,
mozemy odtworzy¢ wynik.

m  Metoda Il: zauwazamy, ze wartosci R[i][j] nie musimy miec zapisanych,
mozemy je na nowo obliczy¢ w czasie cofania sie, porownujgc za kazdym
razem wartos¢ NWPJi][j] z sasiednimi wartoSciami.

4. Najdtuzszy wspoélny podciag - optymalizacja pamieciowa
o Zauwazamy, ze przy obliczaniu NWPJi][j] nie korzystamy z warto$ci NWP[i’][j] dla
I’<i-1, mozemy wiec usungc je z pamieci. Najprostszg metodg zmodyfikowania
oryginalnego algorytmu jest dopisanie “mod 2” do kazdego NWRPIJi][...], jak w
ponizszej ramce:

najdtuzszy wspdlny podcigg(A[1..n], B[1..m])
NWPJi][0] =0, dlai=0. 1
NWRP[0][j] = 0, dla kazdego j=1,...,m
dlai=1,.., n:
dlaj=1,..,m:
jezeli Ali] = BJj]



https://pl.wikipedia.org/wiki/Najd%C5%82u%C5%BCszy_wsp%C3%B3lny_podci%C4%85g

5.

O

NWPIi mod 2]fj] = NWP[i mod 2]fj][j-1]+1
w przeciwnym razie:
NWP[i mod 2J[j] =
max(NWP[i mod 2][j], NWP[i mod 2][j-1])

Ta technika, niezwykle prosta w implementacji - najpierw napisanie algorytmu z
‘kwadratowg” tablicg, a potem zredukowanie jednego wymiaru za pomocg
operacji modulo - dziata bardzo czesto na dwuwymiarowe algorytmy dynamiczne
i warto przekazac uczniom, aby jg zapamietali.

Optymalizacje pamieciowe nie zawsze sg potrzebne, ale w wypadku algorytmow
dynamicznych czesto witasnie ten przypadek zachodzi - na przyktad dla danych o
wielko$ci ~20 000, ztozono$c czasowa O(n?) jest jak najbardziej akceptowalna,
ale ztozono$c¢ pamieciowa O(n?) nie jest do udzwigniecia dla standardowych
komputerow.

Warto zwréci¢ uwage na fakt, Ze w podanej formie optymalizacja pamieciowa i
odtwarzanie wyniku wykluczajg sie ze sobg - odtwarzanie potrzebuje cafej tablicy
wynikéw podzadan, nie tylko dwoch ostatnich wierszy. Aby moc pogodzic te
techniki ze sobg, konieczne sg triki, takie jak algorytm Hirschberga oméwiony w
nastepnym punkcie

[opcjonalnie] Algorytm Hirschberga - odtwarzanie wyniku dla najdtuzszego wspélnego
podciagu, przy jednoczesnej optymalizacji pamieciowej

O

Algorytm (opisany np. tutaj) nie jest bardzo trudny matematycznie, ale dosc
ztozony i abstrakcyjny - wymaga dobrego opanowania rekursji, a takze
gftebokiego zrozumienia “oryginalnego”, opisanego wyzej, algorytmu. Sugeruje
stosowac go wytgcznie jako dodatkowy materiat dla najambitniejszych ucznidw.



https://en.wikipedia.org/wiki/Hirschberg%27s_algorithm




