1. Definicje i pojecia. Typy graféw.

1.1 Intuicyjne pojecie grafu.

b)

Rozpatrzmy rysunek a) i b), ktore przedstawiaja fragment obwodu elektrycznego i mapy
drogowej. Kazdy z nich mozna przedstawié symbolicznie za pomoca punkww P, Q, R, S. T.
tzw. wierzchotkéw i linii — krawgdzi. Caly taki diagram nazywamy grafem. Zauwazmy, ze
prezecigeie linii PS i QT nie jest wierzchotkiem grafu, poniewaz nie odpowiada polaczeniu
dwdch przewodow, ani skrzyzowaniu drég. Stopien wierzehotka jest liczba krawedzi, ktore
zawierajg ten wierzcholek jako jeden ze swych koficéw — np. stopiefi wierzcholka Q
wynosi 4. i
Symacje z rysunkéw a) ib) mozma ogélnie przedstawié jako graf: {

c) * B 1

T S |

Oczywiscie graf ¢) moze przedstawiaé réwniez inne sytuacje: np. P, Q, R, S, T Teprezentujg |
druzyny pilkarskie, a istnienie krawedzi moze oznaczaé rozegranie spotkania miedzy '
odpowiednimi zespolami np. druzyna P grata z S, lecz nie grala z R.




Inaczej mozma przedstawic te sytuacje w postaci grafi.

d) B 1

W grafie d) w poréwnaniu do ¢) stracilismy wiasnosci metryczne tzn. dlugosé drogi, czy
prostoliniowos$¢ przewodu. Jednakze graf jest reprezentacjs zbioru punktéw oraz sposobu,
wjaki sq polaczone, natomiast wszelkie wiasnosci metryczne nie 53 istotne. Zatem grafy

c) i d) sa uwazane za ten sam graf,

1.2 Definicje

1* Grafem prostym G nazywamy pare (V(G), E(G)), gdzie V(G) jest niepustym skoficzonym
zbiorem wierzcholkéw (wezléw, punktéw), a E(G) jest skoficzonym zbiorem nieuporzadko-
wanych par réznych (w parach) elementow zbioru V(G) zwanych krawgdziami (liniami).
Méwimy, ze V(G) jest zbiorem wierzcholkdw, a E(G) zbiorem krawedzi grafi G.

Np. ponizszy rysunek

U Z
€)

V w

przedstawia graf prosty G, kidrego zbiorem wierzchotkdw V(G) jest {U, V, W, Z} natomiast
zbidr krawedzi E(G) skiada si¢ z par {U, V}, {V, W}, {U, W} i {W, Z}. Kraweds {V, W)
mona symbolicznie zapisa¢: VW. Poniewaz E(G) jest zbiorem (2 nie rodzing), zatem
w grafie G nie moze faczyé dwich wierzcholkéw wigcej niz jedna krawedz,

Zdefiniujmy teraz pojecie grafu ogélnego lub po prostu grafi, w ktérym dwa wierzchotki
moga by¢ polaczone wigcej niz jedns krawedzia oraz mogy, istnie¢ krawedzie taczace dany
wierzcholek ze soba.




2° Grafem G nazywamy pare (V(G), E(G)), gdzie V(G) jest niepustym skoficzonym: zbiorem
elementdw, zwanych wicrzcholkami, a E(G) jest skoficzong rodzing nieuporzadkowanych par
elementow zbioru V(G) zwanych krawedziami,

V(G) — zbior wierzcholkdw

E(G) — rodzina krawedzi
Zatem w ponizszym grafie

V(G)={U, V, W, Z}

E(G} jest rodzing krawedzi: {U, V}, {V, V}, {V, V}, {V, W}, {V, W}, {V, W}, {U, W).

U, W), {W, Z)

37 Digrafem D nazywamy parg (V(D), A(D)), gdzie V(D) jest skoriczonym niepustym
zbiorem elementéw zwanych wierzchotkami, za$ A(D) jest skofczong rodzina
uporzadkowanych par elementow zbioru V(D) zwanych tukami (lub krawedziami
skierowanymi).

Luk, ktérego pierwszym elementem jest a, a drugim b nazywa sie hukiem z a do b, co
zapisujemy (a, b) lub ab, Luki ab i ba sq rézne.

Jezeli A(D) jest zbiorem, a nie rodzina oraz nie ma petli to D nosi nazwe digrafu prostego
(analogia do grafow)

Rysunek:

z
g) f

v

przedstawia digraf o krawedziach UV, VV, VW, VW, WV, WU, WZ

Uwaga: Mozna si¢ spotka¢ z innymi definicjami graféw, np. graf jest utozsamiany z grafem
prostym lub digrafem.

4° Dwa wierzchotki V i W grafu G sq sgsiednie jesli istnieje taczaca je krawedZ (tzn.
krawgdz VW). Méwimy wiedy, Ze wierzchotki V i W sa inevdentne z ta krawedzia




5" Dwie krawedzie grafu G sq sasiednie jesli maja przynajmniej jeden wspolny wierzehotek.

6" Stopien wierzcholka V jest liczba krawedzi incydentnych z V. Stopiefi wierzchotka V

oznaczamy przez p(V).

Liczac stopien wierzchotka kazda petle liczymy 2 razy.
7° Wierzcholkiem izolowanym nazywamy wierzcholek stopnia zero.

8° Wierzcholkiem koficowym (lub wiszacym) nazywamy wierzcholkk stopnia 1.

Zatem graf na rysunku f) ma:

1 wierzcholek koficowy, jeden - stopnia 3, jeden — stopnia 6 i jeden stopnia 8 (wskaz!).

Latwo zauwazy¢, ze suma stopni wszystkich wierzcholkdw grafu jest liczbg parzysta — réwna
podwojonej liczbie krawedzi. (poniewaz kaida krawed? uwzgledniona jest dwukrotnie).
Wynika stad rowniez, e w kazdym grafie liczha wierzcholc6w stopnia nieparzystego jest
parzysta (uzasadnij).

9° Dwa grafy G, i Go sq izomorficzne jesli istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé
pomiedzy wierzcholkami grafu G, i wierzchotkami grafu Gy taka, ze liczba krawedzi
faczacych dowolne dwa wierzcholki w Gy jest rowna liczbie krawedzi laczacych

odpowiadajace im wierzchulki w G’z

R

Grafy narysowane powyzej sa momorﬁcznc a odpowiednie przvpc-rzadkowanm ma postac:
UL, VeE=M W= N, X P, Y>> Q2> R
10° Grat G, jest podgrafem grafu G, gdy jego wszystkie wierzcholki naleza do V(G),
a krawedzie nalezg do E(G), np. Graf e) jest podgrafem f), ale nie jest podgrafem zadnego 2
ostatnio przedstawionych grafow.
Przykiady:

1. Przyklady przedstawienia w postaci grafu lub digrafu nastepujacych zagadnien;

a) wierzchotki i krawgdzie wieloscianu — ostrostup czworokatny

/ ostrostup




b) Plan labiryntu (wierzchotki — rozwidlenia)

wejscie
o—0

wyjscie

Wierzcholki -
rozwidlenia

¢) Znajomoéé pomiedzy uczestnikami przyjecia
wierzchotki — osoby
krawedzie — relacja znajomosci migdzy osobami

d) Drzewo genealogiczne pewnej rodziny
a ~ boznacza, ze b jest dzieckiem a (do samodzielnego éwiczenia)

=
s ¢) Drzewo dzielnikdw liczby 48
a — b oznacza, ze a jest podzielne przez b (do samodzielnego ¢wiczenia) !
iy .
b




Przyjmujac, ze G jest grafem prostym o m krawedziach i n wierzcholkach udowodnié, e
m = n(n-1)/2.

Rozwigzanie:

W grafie prostym o n wierzchotkach jest maksymalna flosé krawedzi w przypadku, gdy
wszystkie wierzchoiki, kazdy z kazdym, sq ze sobg, polaczone (jedna krawedzia!). Cheac
wymienié wszystkie krawedzie dla grafu o np. 4 wierzcholkach mamy:

Z 1 wierzchotka wychodza trzy krawedzie

Z 2 wierzcholka wychodza dwie krawedzie (bo jedna uwzgledniona w 1 wierzeholku)

Z 3 wierzcholka wychodzi jedna krawed?

4 wierzcholek jest juz uwzgledniony, zatem maksymalnie m =342+1

m= (o-IHn-2)H{n-3}+...43+2+1 krawedzi

Ze wzoru na sume ciggu arytmetycznego mamy

m={1+n-1)x(n-1)2 = n{n-1)/2

Zatem w dowolnym grafie prostym m < n(n-1)/2 a réwnosé zachodzi, gdy kazdy wierzcholek
jest polaczony z kazdym

1.3 Typy grafow.

1. Grafy puste (N;—i wierzcholkéw)
Graf, ktérego zbi6r krawedzi jest pusty nazywamy pustym (lub bezkrawedziowym)

O o

Kazdy wierzchotek l
jest izolowany i




2. Grafy pelne
S to takie grafy proste, ze kazde dwa wierzcholki grafu sa sasiednie. Graf pelny o n
wierzchotkach oznaczamy K,
Np.
K Ks

i 1)

Z poprzedniego Ewiczenia wiemy, ze liczba krawedzi w grafie pelnym jest réwna n(n-1)/2

3. Grafy regularne

Graf G jest regularny, gdy kazdy jego wierzcholek ma ten sam stopien. Szczegdlnie wame sa
grafy regulame stopnia 3, ktére nazywamy kubicznymi np. grafy k) i 1) lub

Q —)
k)

J @
Zauwazmy, ze graf pusty jest regularny stopnia 0 a graf pelny jest regulamy stopnia n-1.

4. Grafy platonskie

Sa to grafy utworzone przez wierzcholki i krawedzie 5 wieloscianéw foremnych:

czworoscian, oémioscian, szedcian, dwunastoscian, dwudziestoscian np. 1) i)

5. Grafy dwudzielne

Graf jest dwudzielny jezeli zbiér jego wierzchotkéw moima podzieli€ na dwa rozlaczne
zbiory V; iV, w taki sposoh, ze kazda kraweds grafu G lyczy dowolny wierzcholek zbioru V,
z dowolnym wierzchotkiem zbioru V; — omaczamy G(V), Vi); (mozna pokolorowac
wierzcholki na niebiesko lub czerwono tak, aby kazda krawedz miala jeden koniec czerwony,
a drugi niebieski).
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Jedli graf G(V,, V2) jest prosty oraz kazdy wierzcholek zbioru V) jest polaczony z kazdym
wierzcholkiem zhioru V3, to nazywamy go pelnym grafem dwudzielnym i oznaczamy go K.

gdze 1 i s 54 liczbami wierzcholkow w V1V,
Przyklady

- ma 1ys. h) przedstawiono dwa grafy K;;
- przykiad K4 5

l

- pelny graf dwudzielny postaci K; , nazywamy gwiazda np.

m)

Zauwazmy, e graf K. . ma r+s wierzchotkow ir x s krawedzi.
Przyklad sumy grafow rozigcznych

n)

(sumujemy zbiory wierzchotkéw i zbiory krawedzi)




6. Grafy spbjne

Graf jest spomy, jesli nie moze byé przedstawiony w postaci sumy dwich grafow.
W przeciwnym razie graf nazywamy niesp6jnym. (np. n) jest grafem niespdjnyim). Wszystkie
pozostate byly spdjne.

Jest oczywiste, Ze kazdy graf niespdiny moze by¢ przedstawiony jako suma skoriczonej liczby
grafow spojnych (sktadowych spéjnych).

7. Zespolenie graféw G i G: polega na tym, ze sumujemy zbiory wierzcholkow i lczymy
kazdy wierzcholek grafu G, z kazdym wierzchotkiem grafu G; ozmaczamy G, + G..
Zauwazmy, ze K, ; moze byé rozumiany jako zespolenie K, i K.

Dzialania sumy i zespalania grafdw sg laczne i przermienne.

8. Grafy cykliczne i kola

Graf spojny, regularmny stopnia 2 nazywamy grafem cyklicznym i oznaczamy Cy, gdzie n jest
liczba wierzchotkéw. Np.

Cs

Zespolenie grafow Ny i Cy.y (n23) nazywamy kolem o n wierzcholkach i oznaczamy przez W

We




2. Reprezentacje komputerowe grafu. Przeszukiwanie graféw.

Niech w grafie G = (V, E), n =[V| oraz m = |E|. Oznaczmy przez Nfvj zbi6r
wierzchotkdw sasiednichz v € V.

2.1 Reprezentacje graféw.

1. Macierz sasiedztwa: A =( @ )Jnxn pdzie

1 ; gdy wierzcholek 7 jest polaczony z j
0 : gdy brak polaczenia i z 5.

Jezeli para wierzchotkow i, f jest w digrafie potaczona hukiem, wéwczas w macierzy
sasiedztwa ay = 1 oraz g; =-1, a pozostale elementy sa zerami.

Przyklad
Iy a) Grafi jego macierz sgsiedztwa
. 2 2 01 00 01
[
() i 01000
4 01 01 01
i 001001
: & 000001
1 3 L SE I, 110
ig
V={1,2,3,4,5, 6}
L E={{1,2}. {1, 6}, {2,3}, {3,4}, {3, 6}, {4,6}, {5, 6}}
b) Digraf'i jego macierz sasiedztwa
2 3 0 -1 0 -1 0
1 0 -1 0 0O
0 1 -1 01
5
] 2) 1 06 1 0 -1
0o 0 -1 1 0

V={1.2,3,4,5}
E={{2,1}. {4, 1}, (3.2}, {4,3}, 3,5}, {5, 4}




2. Zbiory sasiaddw w postaci tablicowej.

Prryklad ( dla grafu z rys. (1)) tablica  Apy-eolow
ollo Luc:tdl-fb
5 sd Lnfnchan EQ,
=d
ne
g } Nil) g] N (1]
k 2
: vl =
} N(2) 2] sIve@
= u-l"bl: 2
n : g] N (3)
. 6} N(4}
= } N R i) IN(5)
A /d 1
_ tabiico } N (5)
: : 4
i ot Wy g [Cf*" W -
E\gqfecﬂm Lote, -
ey Lo W tnucton kdd
3. Zhiory sasiadéw w postaci listowej (takie uporzadkowane)
e Przyklad (dla grafu z rys. (&)).
" 12"*|;|?f‘1§|fi...| INIL | .
1 o [ ]
" — N o e Y I s, EN T
318 [ | 3:—42[»'——![4|H6|Nn,—|
Ol T -.- [T 4] | :
¢ : 5 ’
n| | 6 _.._.|1 3 4] o 45]NIL
tablica wskaZnikow = I'H |.1_4 l l I
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Przeszukiwanie w gigb

Przeszukiwanie w glab, przeszukiwanie metoda
DSF, Deep-First Search, metoda przeszukiwania
grafu polegajaca na sieganiu do wierzcholkdw mozliwie
iak najodleglejszych od #rodia przeszukiwania. Podczas
przeszukiwania w glgb tworzy sie las rozlacznych drzew
przeszukiwan watgb, a odwiedzanym wierzchotkom
przypisuje etykiety czasowe, numerujace kroki
obliczen. Przeszukiwanie w giab pozwala zebraé duzo
informacdii o strukturze grafu.

Przeszukiwanie wszerz

Przeszukiwanie wszerz, przeszukiwanie metody
BFS, Breadth-First Search, metoda przeszukiwania
grafu, w ktdrej nastepuje systematyczne odwiedzenie
kazdego wierzchotka osiggalnego z wyrdinionego
wierzchotka poczatkowego, zwanego Zrédtem,

i obliczanie odleglosci (najmniejszej liczby krawedzi) od
zradia do osiggalnych wierzchotkow. W wyniku
przeszukiwania wszerz otrzymuje sie tez zakorzenione
u Zrédta drzewo przeszukiwania wszerz zawierajgce
wszystkie osiggaine wierzchotki.



2.2. Przeszukiwanie grafu w glab.

Przeszukiwanie grafu polega na tym, ze nalezy wystartowad z dowolnego wierzchotka
i przemieszczajac sig po krawgdziach grafu, odwiedzi¢ wszystkie wierzcholki.

Ponizej przedstawiony jest algorytm przeszukiwania grafu w glab. Startujemy w nim
z pewnego ustalonego wierzcholka v, a graf reprezentowany jest poprzez listy sasiadow.

Algorytm napisany zostal w pseudojezyku:

Przegiadanie grafu w glab — dfs { ang. depth first search)
Wersja nierekurencyina.

procedure W_GL(v);
begin
STOS: =v;
NOWY[v]: = false;
While STOS = 0 do
begin
t:=STOS; {pobranie i usuniecie elementu ze szczytu stosu}
odwiedZ(t);
foru e N(t) do
if NOWY[u] then
begin
NOWY[u]:=false;
STOS:=u;
end;
end;

Wersja rekurencyjna.

procedure W_GL(v);
begin
odwiedz(v);
NOWY[v]: = false;
for u e N(v) do 3
ENOWY[u] then W_GL(u);

end;

Przed uzyciem procedur przeszukiwania grafu nalezy nadac warto$¢ frue wszystkim
elementom tablicy NOWY : for v e V do NOWY[v]:=true;




2.3 Przeszukiwanie grafu wszerz (drzewo bfs).

procedure WSZERZ(v);
begin
KOLEJKA: =v;
NOWY[v]: = false
While KOLEJKA = 0 do
begin
1:=KOLEIKA; {pobranie i usuniecie elementu z kolejki}
odwiedz(t);
for u € N(t) do
if NOWY [u] then
begin
NOWY/[u]:=false;
KOLEJKA:=u;
end;
end;
?:[mfu_jmmmptmm?mub bioet,) )
[1..N] b obediots™ ( ook . (-n Sof @cu,qp‘qs};" od Pf: ;
r"OGECfMI; bFs, i J Y

QM-{*OM_%M {"),' L’a&, u»rmoug 1 kat . .-mb'ﬁ G‘-Q“"‘-')}
(fw v Suceenson (v) ofs
f Dl¢] =4 tlea

eg[,r ].? F'}]-VT#{
f’wf‘-oia,..{?wc%e( ) g\‘a.—'ﬁ do L@zz{&;, o

: Etapyf -
end 2y
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3. Drogi, $ciezki, obwody.
3.1 Pojecia wstepne.

Droga jest te skodczony ciag wystepujacych na przemian wierzchotkow i krawedzi,
rozpoczynajacy si¢ i koficzacy wierzcholkami, taki, ze ka’da krawedz jest incydentna do
wierzcholkéw poprzedzajacych i nastgpujacych po niej. Zadna krawedZ nie jest przebywana
w drodze wiecej niZ jeden raz.

Na rysunku

Vs

Przykladem drogi jest: Vi AV BV;CV;DV,EVaF Vs

Droge moima tez nazwaé ciagiem krawedzi lub ladcuchem. W danym grafie G zbior
wierzchotkdw 1 krawedzi tworzacych jakas droge jest podgrafem grafu G. Jezeli droga
rozpoczyna si¢ lub koficzy w tym samym wierzcholku (wierzehotki koficowe sie pokrywaja),
to taka drogg nazywamy droga zamknieta,

Drogg, ktora nie jest zamknigta nazywamy droga otwarts.

Sciezka Jest to droga otwarta, w ktorej zaden wierzcholek nie pojawia sic wiccej niz jeden

raz.
W przykladzie wypisana droga nie jest éciezka. Oto przyklad Sciezki VA V2 B Vi D Vy
Dlugodeis Sciezki nazywamy liczbe krawedzi w Sciezee.

Latwo zauwazyé, ze krawedz, ktora nic jest petla wiasna jest sciezka o dlugosci 1. Jasne jest
rowniez, ze petle wiasng mozna wiaczy¢ do drogi, ale nie do sciezki. Wierzcholki konicowe
sciezki 53 stopnia jeden, a reszta wierzcholkéw (tzw. posrednich) jest stopnia 2.

— te stopnie liczymy w stosunku do $ciezki, a nie do grafu wyjsciowego, w ktorym sciezka
moze sie zawierad

Obwodem nazywamy droge zamknigta, w ktorej zaden z wierzcholkdw (z wyjatkiem
poczatkowego i koficowego) nie pojawia sig wiecej niz jeden raz.
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teoria graféw
[nnymi stfowy: obwdd jest zamknigta, nie przecinajaca sig droga,

np. na rys. VoBV:DV,EV,

Przyklady obwoddw:

CFES6

Obwéd nazywaé moina cyklem, droga okrezng, wiclokatem. Oméwione wyZej pojecia mozna

przedstawi¢ nastepujgco:
Podgraf grafu G - dowolny zbior krawedzi grafu G
E ‘
Droga w grafie G - ciag niepowiarzajgcych sig
. krawedz grafu G
i $ciezka w grafie G obwod w grafie G
- nieprzecinajgea si¢ droga - nigprzecinajgca sig droga
otwarta w grafie G zamknigta w grafie G

Inna definicja sp6jnodei:
Graf G jest spojny, jezeli istnieje co najmniej jedna sciezka miedzy kazda parg
wierzcholkow w G




.
[

3.2 Grafy Eulera

Teoria graféw narodzita si¢ w roku 1736 wraz ze slynna praca Eulera, w ktdrej rozwiazat
problem mostow krdlewskich znany z dawnych czaséw. Oto ten problem:Dwie wyspy
CiD, na rzece Pregole w Krolewcu (obecnie Kaliningrad) byly polaczone ze soba
iz brzegami A i B za pomoeg siedmiu mostow jak na rys.

Problem polegal na tym, zeby wyruszyé z ktérejkolwick czesci ladowej miasta A, B, C lub D,
przej$é przez kazdy z siedmiu mostéw dokladnie jeden raz i powrécié do punkiu
wyjsciowego (oczywiscie bez przeplywania przez rzeke). Euler udowodnil, ze rozwiazanie
tego problemu nie istnieje.

Problem ten jest identyczny, jak zadanie narysowania figury geometrycznej bez odrywania
olowka od kartki i bez wielokrotnego rysowania tych samych bokéw.

Euler rozwiazal zadanie ogélrﬁcjs;zc: w jakim typie grafu mozna znalezé droge zamknieta
przechodzaca dokladnie jeden raz preez kazds jego krawedz ?

Def. Droga Eulera nazywamy droge zamknieta, ktéra zawiera wszystkic krawedzie danego
grafu. Grafktéry sklada sig z drogi Eulera nazywamy grafem Eulera.

Grafy Eulera sq spéjne (o ile nie zawieraja wierzcholkéw izolowanych)

Twierdzenie 1
Dany graf G jest grafem Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wierzcholki G sg stopnia
parzystego.
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teoria graféw

Uwaga: Zagadnienie mostow krolewskich mosna przedstawié na grafie

A
Twierdzenie 1 mowi nam, ze ten graf me jest
grafem Eulera (istnieja wierzchotki stopnia
c o nieparzystego)
B
Dowod Tw.1
=})

Zalozmy, ze G jest grafem Eulera. Zatem zawiera pewna droge Eulera (zamknieta).
Poruszajac si¢ po tej drodze przy przejsciu przez dowolny wierzcholek V, w stopniu tego
wierzcholka uwzgledniane sa dwie ,nowe” krawedzie jedna wchodzaca™ druga
~wychodzaca” z wierzcholka. Pamigtajac o tym, ze przez kazda krawedZz mozna przejs¢ tylko
1 raz, widag, ze stopien wierzcholka jest wielokrotnosceig liczby 2, czyli jest parzysty (réwniez
wierzcholek koncowy).
(<=) Zalozmy, ze wszystkie wierzcholki grafu G sa stopnia parzystego. Konstruujemy teraz
droge poczawszy od dowolnie wybranego wierzchotka V i przechodzac przez krawedzie G
tak, ze zadnej krawedz nie przebywa sie dwukrotnie. Powtarzamy te przejscia tak dhugo, jak
to jest mozliwe. Poniewar stopien kardego wierzcholka jest parzysty, mozemy wyj§¢ z
kazdego wierzcholka, do ktdrego weszlismy. Wedrdwka musi sig zakoriczy¢ w wierzcholku
V. Przeszlismy zatem pewng zamkniets droge h. Jesli zawiera ona wszystkie krawedzie z G,
to G jest grafemn Eulera. Jezeli nie, to usuwamy z G wszystkie krawedzie nalezace do drogih i
otrzymujemy podgraf h’ grafu G utworzony z pozostalych krawedzi. Oczywiscie stopnie
wierzchotkéw z h’ sg réwniez parzyste (jak w G). Ponadto poniewaz G jest spéiny i’ musi sie
stykaé z h co najmniej w jednyﬁl wierzcholion A. Zaczynajge od tego wierzchotka mozemy
znowu skonstruowaé nows droge w h', ktora zakoficzy sig w wierzchotku A. Te droge z i’
moina polaczyé z droga h tworzac nowa droge diuiszg niz h, ktéra zaczyna sie i koriczy w V.
Proces ten mozna powtarzaé, dopoki nie otrzymamy drogi zamknietej, ktéra przechodzi przez
wszystkie krawedzie grafu G. Zatem G jest grafem Eulera.
c.nd

Przyldady grafow Eulera (narysowane bez odrywania olowka, kazda krawedz 1 raz)

szabla Mahometa ewiazda Dawida
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Droga jednobiezna (otwarta droga Eulera) jest to droga otwarta, ktora zawiera wszystkie

krawgdzie grafu bez przechodzenia jakiejs krawedzi dwukrotnie,
Oczywiscie graf spdjny jest jednobieiny <=> ma dokladnie dwa wierzchotki stopnia

nieparzystego.
3.3 Sciezki i obwody Hamiltona.

Obwéd Hamiltona - jest to droga zamknigta w grafie spojnym G, ktéra przechodzi przez
kazdy wierzcholek grafu G. Dokladnie jeden raz (z wyjatkiem wierzcholka poczatkowego)
Np.

Zaznaczono obwody Hamiltona

Obwaéd Hamiltona w grafie o n wierzcholkach sklada sie doktadnie z n krawedzi.

Stynny matematyk irlandzki Sir William Rowan Hamilton w r. 1859 po raz pierwszy postawit
problem: jaki jest warunek konieczny i dostateczny na to. aby graf spéjny G mial obwod
Hamiltona? Problem ten jest dotad nierozwigzany....

Hamilton zrobit dwunastoscian regulamy z drewna, ktdrego kazdy z 20 wierzcholkéw
0Znaczono hazwa pewnego miasta. Lamigldwka polegala na wystartowaniu z jakiegokolwiek
miasta i znalezieniu drogi wzdhuz krawedzi dwunastodcianu tak, zeby preejsé przez kazde
miasto dokladnie raz i powrdcié do miasta poczatkowego. Graf dwunastoscianu i jeden z
obwoddw Hamiltona jest pokazany na rys:
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Zagadnienie obwodu Hamiltona jest duzo bardziej zloZone niZ problem drogi Eulera.

Sciezka Hamiltona jest to $ciezka powstala przez usuniccie jednej krawedzi z obwodu
Hamiltona.

Kaidy graf posiadajacy obwdd Hamiltona ma tak?e scierke Hamiltona (jako podgraf),
natomiast istnieje wiele grafow zawierajacych sciezke Hamiltona i nie posiadajacych odwodu
Hamiltona. Np.

(nie ma obwodu ale ma iciezke Hamiltona)

Diugosé $ciezki Hamiltona w grafie spdjnym o n wierzcholkach wynosi n-1.

Jest pewna klasa grafow, kidre na pewno maja obwod Hamiltona. Sa to grafy pelne (przyvp.
Kazdy wierzcholek polaczony jest z kazdym jrdng krawedzig) o liczbie wierzcholkdw >3 np.

W grafie pelnym latwo skonstruowaé obwéd Hamiltona: Niech wierzcholki beda
ponumerowane Vy, Vi, ..V, Poniewaz istnieje krawed? miedzy kazdymi dwoma
wierzchotkami mozemy wystartowaé z V; i przejsé do Va, Vs, ... itd. do V,. Na koniec z V,
do V. Jest to obwod Hamiltona
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Dany graf moze mieé wigee] niz jeden obwéd Hamiltona. Interesuja nas wszystkie

krawedziowo roztgezne obwody Hamiltona w grafie.

Twierdzenie 2

Jeshi n jest liczba nieparzysta >3, to w grafie pelnym o n wierzchotkach jest (n-1)/2

rozlacznych krawedziowo obwodow Hamiltona.

Twierdzenie to umozliwia rozwiazanie nastepujacego problemu:

Dziewieciu czlonkéw nowego klubu ma zamiar spotyka¢ sig¢ codziennie na lunchu przy
okragly stole i siadac tak, aby kaidego dnia kazdy czlomek Kklubu miat innych sasiadéw. Tle
dni to moze trwac? Traktuige czlonkdow klubu jako wierzcholki, a relacje siedzenia obok
siebie jako krawedzie otrzymujemy graf

1 Jedno wlozenie to: 1234567 8 9, inne to:
; 1352789638

/"‘\

Zgodmnie z twierdzeniem 2 dla dziewieciu ludzi istniejg 4 takie rozmieszczenia. Zatem zmiana

sasiadow zakonczy sie po 4 dniach.

Twierdzenie 3 (G. A. Durac)
Jesli w grafie G o n wierzcholkach (prostym) stopien kardego wierzcholtka wynosi co
najmniej n/2, to w grafie G istnieje obwod Hamiltona.
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4. Znajdowanie najkrétszych drég w grafie.

4.1. Znajdowanie najkrotszej drogi migdzy dwoma miastami (Algorytm
Dijskry).

Przypusémy, ze dana jest ,mapa” jak na rysunku, na ktorej litery odpowiadajq miastom, ktére
sg polaczone drogami jednokierunkowymi. Jaka jest dlugo$¢ najkrotszej drogi z B do G, jesli
znane sg dlugesci drog miedzy miastami. Szukamy drogi, w ktorej miasta si¢ nie powtarzaja,
a zatem szukamy fciedki.

Zauwarmy, ze liczby na rysunku moga rownie dobrze oznaczad czas lub koszt przejazdu,
wtedy szukaliby$my najszybszej lub najtaniszej drogi. Problem ten bedziemy rozpatrywali
traktujac mape jako graf spojny, w ktérym kazdej krawedzi przypisano nieujemng liczbe
rzeczywista. Graf taki nazywamy grafem obcigdonym za$ liczbe przypisang krawedzi waga

tej krawedzi i oznaczamy dij (waga krawedzi skierowana z wierzcholka I do J). Problem
polega na znalezienin $ciezki z B do G o najmniejszej wadze sumarycznej.

Opis algorytmu Dijskry

W algorytmie tym etykietuje sie wierzcholki danego grafu skierowanego. W kazdym kroku w
algorytmie niektére wierzcholki majg stale etykiety, a inne etykiety tymeczasowe. Algorytm
rozpoczyna dzialanie przypisujac stalg etykiete réwna 0 wierzchotkowi poczatkowemu S, zas
pozostatym n-1 wierzcholkom etykiete tymczasowa o (moze to byé np. b. duza liczba).
Nastepnie w kazdej iteracji inny wierzcholek otrzymuje etykiete stala zgodnie z zasadami:
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1) Kazdy wierzcholek j, ktory nie posiada jeszcze stalej etykiety otrzymuje nowsa etykicte
tymezasowa, ktorej wartosé okreslona jest jako:

min{slara etykicta wicrzcholka j, stada elykicla wicrzcholka i + dij},

gdzie i jest ostatnim wierzcholidem o stalej etvkiecie nadanej w poprzedniej iteracji, a dij jest
bezposrednia odleglodcia migdzy wierzcholkami i oraz j. Jesli i oraz j nie sa polaczone
krawedzig, to dij = oo,

2). Znajdujemy najmniejsza wartosé sposrod wszystkich etykiet tymczasowych i staje sig ona
etykieta staly odpowiedniego wierzcholka. (Jesli takich wierzcholkow jest wiecej, to nalezy
wybraé ktorykolwiek z nich).

Etykieta stata danego wierzcholka jest najkrotsza odlegloseis tego wierzcholka od
wierzchotka S. (mozna to udowodnié przy pomocy indukcji matematyczne]).

Proces nadawania etykiet koficzy sie, gdy wierzcholek koficowy otrzyma etykiete stalg.
Rozwigzmy ten problem na naszym przykiadzie.

Do okreslania etykiet uzyjmy tablicy jednowymiarowej o dhugosei 7.

Podkreslenie - etykieta stala

Podkredlenie iznak v - ostatnio okreslona etykieta stala

Wierzcholki A

=8 0
B 8 O

=t
-
B8

=

O S O N R

"—.

|-n|-r-|-n-|-n-|
= 1= e e e e e e li-= =] |3_w
T [ S [ T L i !:-l|

=
|MIMIC£_MU|MU|m888m
I e = e |-lh|

Wierzchotek koncowy otrzymuje etykiete staly

Zatem dlugo$é najkrdtszej Sciezki wynosi 7.

Powyzszy algorytm wyszukuje najkrotsza dhugosé Sciezki. Cheac znale?é sama Seiezke nalery
poruszaé sig od wierzchotka koncowego wstecz do wierzcholka poczatkowego zaliczajac do
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sciezki tego poprzednika, ktérego etykieta rozni si¢ dokladnie o dhugodé krawedzi laczacej. W
naszym preykladzie jest to droga B—C—E—G

Uwaga Gdybysmy algorytm ten kontynuowali, az do momentu, gdy wszystkie wierzcholki
miatyby etykiety stale, to zrealizowalibyémy zadanie snajdowania najkrétszej drogi z
danego wierzcholka do wszystkich pozostalych wierzeholkdw

4.2. Problem chinskiego listonosza

W problemie tym listonosz chee dostarczy¢ cala korespondencije tak, aby przeby¢ mozliwie
najkrotsza droge. Musi on przejs¢ oczywiscie kazda z ulic co najmniej 1 raz i cheialby
uniknaé przechodzenia przez ulice wielokrotnie (o ile to mozliwe). Problem znéw rozwazymy
w terminach graféw obcigzonych, gdzie graf odpowiada sieci ulic, a waga kazdej krawedzi
odpowiada diugosci ulicy. Zadanic polega na znalezieniu zamknietej marszruty (,.droga”, w
ktorej krawedzie moga si¢ powtarzac) zawierajace] kazda krawed? i majaca majmniejsza
mozliwie wage sumaryczna.

Podamy rozwiazanie tego problemu dla grafow eulerowskich. Nalezy wiedy znalezé dowolna
droge Eulera w tym grafie. Podamy jeszcze jedna definicje.

Mostem tazywamy krawedz, ktorej usunigcie powoduje podzial grafu na dokiadnie dwie
skiadowe spéjnodcei, np.

Algorytm Fleury’ego wyznaczania drogi Eulera w grafie eulerowskim,
Twierdzenie 4 Niech G bedzie grafem eulerowskim. Nastgpujaca konstrukeja jest zawsze
wykonalna i prowadzi do drogi Eulera w grafie G. Startujac z wierzchotka u (dowolnego)

nalezy przebywaé krawedzie w dowolny sposéb z zachowaniem jedynie nastepujacych regul.
1) usuwaé krawedzie, ktore zostaly przebyte i wierzchotki izolowane, ktére sie pojawiaja.
2) korzysta¢ z mostu jedynie wtedy, gdy nie ma innej mozliwosci
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np. W ponizszym grafie zaznaczono kolejnymi numerami przykiadows trase listonosza.

|

18
¢w. (1) Znalez¢ najkrotsza droge z A do G

B 40 E

F R
80 e 35 / Rl
A 19 ' 11
D
50 S
2 20
= 10 F
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5. Drzewa spinajace.
5.1 Defenicja i wlasnosci drzew.

Drzewem nazywamy las sp6jny
Las na rysunku skiada si¢ z czterech skladowych — drzew.

[ T
YN e

Twierdzenie o wlasnosciach drzew

Niech T bedzie grafem o n wierzcholkach. Wowezas nast¢pujace twierdzenia s réwnowazne,
(1) T jest drzewem .

(2) T nie zawiera cykli i ma n-1 krawedzi

(3) T jest spéjny i ma n-1 krawedzi

(4) dowolne dwa wierzcholki grafu T polaczone sq dokiadnie jedng sciezka

(5) T jest sp6jny i kazda krawed jest mostern

(6) T nie zawiera cykli, lecz dodanie dowolnej nowej krawedz tworzy dokladnie jeden cykl
Zauwazmy, Ze z tematu o usciskach dloni wynika, iz suma stopni wszystkich n wierzchotkow
jest réwna podwojonej liczbie krawedzi (=2n-2). Zatem kazde drzewo dla n>2 posiada co

najmniej dwa wierzcholki koficowe.

Majac dowolny graf spojny G, mozemy wybra¢ w nim cykl i usunaé jedna z jego krawedzi
zachowujac spojnosé grafu G. Procedure powtarzamy dla dowolnych pozostalych cykli do
chwili, gdy nie ma juz zadnych cykli Graf, ktory pozostanic bedzie drzewem laczacym
wszystkie wierzchokki grafu G, nazywamy go drzewem spinajacym grafu G.

28
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Np. grafi jedno z jego drzew spinajacych

3.2, Problem minimalnych polgczen

Chcemy zbudowac sie¢ polgczen kolejowych pomiedzy n danymi miastami w taki sposob,
aby mozna byto odbyé podréz pomigdzy dowolna para miast. Jesli zalozymy, ze ze wzgledow
ekonomicznych dlugos¢ tordw ma by¢ minimalna, to jest oczywiste, ze graf kiérego
wierzcholki odpowiadaja miastom, a krawedzie liniom kolejowym — musi by¢ drzewern.
Problem polega na znalezieniu dobrego algorytmu dla okreslenia, ktére z mozliwych drzew
taczacych te miasta wymaga najmnicjszej dhugosci toréw (znamy odleglosci migdzy kazds
parg miast).

Problem ten znowu rozpatrujemy w terminach grafow obeiazonych.

W(e) — waga krawedzi e,

Musimy znalez¢ drzewo spinajace T o najmniejszej mozliwej wadze sumarycznej. W(T )

Istnieje prosty algorytm rozwiazania tego problemu — tzw. algorytm zachlanny {lub

algorytm Kruskala). Algorytm ten podany jest w twierdzeniu:

Twierdzenie

Niech G bedzie grafem spéjnym o n wierzcholkach. Nastepujaca procedura daje rozwiazanie
problemu minimalnych pofaczen:

1) niech e bedzie krawedzia o najmniejszej wadze w grafie G

2) okreslié ey, €3, ..., € Wybierajac na kazdym etapie kraweds (jeszcze nie wybrang) o
najmniejszej mozliwej wadze i taka, ze nie tworzy ona cykli z poprzednimi krawedziami ;.
Poszukiwanym drzewem spinajacym jest wéwezas podgraf T grafu G, ktérego krawedziami
S4€, ey, .60 1.
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Przyldad Dany jest graf przedstawiajacy 5 miast i odleglodei migdzy nimi. Rozwiazaé
problem minimalnych polaczen stosujac algorytm zachlanny.

e; = AB (w(e)=2)

e, =BD (w(e)=3)

&3 = DE (w(e)=5, nie moze by¢ AD gdyz utworzythy sie cykl)

es = BC (w(e)=7, nic bierzemy AE i BE, bo utworzylyby sie cykle)

5.3, Problem komiwojazera

W problemie tym komiwojazer chee odwiedzi¢ pewna liczbe miast 1 wréci¢ do punktu startu
tak, aby przebyé w sumie najkrotsza droge. Np. jesli mamy 5 miast: A, B, C, D, E i odleglosci
migdzy nimi takie jak na rysunku,

To najkrétsza mozliwa trasa jest A—B—D—E—C—A co daje laczna dhugosé 26,

Problem ten méw rozpatrujemy w terminach graféw obciazonych. W tym przypadku nalezy
znalez¢ najkrétszy obwéd Hamiltona w obciazonym grafie pelnym. Zauwaimy, Ze tak jak w
problemie najkrétszej drogi wagi maja oznaczad czas lub koszt przejazdu.
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Jeden z mozliwych algorytméw méglby polegaé na obliczeniu dlugosci wszystkich obwoddw

Hamiltona, ale okazuje sig, e jest to zbyt skomplikowanc dla wigkszej ilosci miast (=5).

Zaproponowano szereg innych algorytmow, ale sq one albo bardzo wolne, albo tak
skomplikowane, Ze sig ich nie stosuje. Z drugiej strony istnicjg bardzo efektywne procedury,
ktére podaja jaka jest w przyblizeniu najkrotsza odleglosé.

W celu obliczenia tej przyblizonej wartosci — dolnego jej oszacowania — mozna zastosowaé

%

algorytm zachlanmy. Jesh weZmiemy obwdd Hamiltona (cykl) w obciazonym grafie pelnym i
usuniemy dowolny wierzcholek V, to otrzymamy sciezke Hamiltona, ktora jest drzewem.
Zatem kazde rozwiazanie problemu komiwojazera musi zawieraé drzewo spinajace tego typu
plus dwie krawedzie incydentne z V. Wynika stad, ze jezeli wezmiemy wage ,najlzejszego”
drzewa spinajacego (w grafie bez wierzcholtka V) otrzymana za pomocg algorytmu
zachlannego i dodamy dwie najmniejsze wagi krawedzi incydentnych z V, to otrzymamy
dolne oszacowanie dla rozwiazania problemu komiwojazera.

Np. Jesh wezmiemy graf przedstawiony na rys. i usuniemy wierzcholek C, to pozostaly graf
zawieral bedzie 4 wierzchotki A, B, D, E. Minimalne (,najlzejsze”™) drzewo spinajace te 4
wierzcholki skiada si¢ z krawedzi AB, BD, DE. A zatem jego waga wynosi 10. Dwiema
krawedziami incydentnymi z C o najmniejszej wadze sa CB i CA (lub CE) co daje w sumie
15. A wige dolne oszacowanie diugosei trasy komiwojazera wynosi 23.

Zatem ta metoda daje bardzo dobre przyblizenie faktycznej diugosci (26)

B

i
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6. Rozwiazania przykladowych zadan.

d 1.
%?rogram znajduje wszystkie skiadowe spdjnosci w grafie
skierowanym metoda przeszukiwania wszerz (BFS).]
Program skladowe;
TYFE
Pkrawedz ="“krawedz;
krawedz = record
nast. :pkrawedsz;
nr :byte; { wierzcholka docelowego)
end;
kolejka= record
Q array[l..100] of byte;
byte;
byta;

FUO T T

graf :array[l..100] of pkrawedz; (graf reprezentowany
rzez listy sgsiedztwa}
1_skladowych :byte; {liczba skZadowych spdinodci}
sklad :array[l..100] of pkrawedz; {tuta] sq pamigtane
wszystkie skiadowe spdinosci}
Queue :kolejka; {potrzebna do przeszukiwania wszerz)

procedure Wezytaj Graf;
{Procedura czyta £ pliku 'bfs.in' opis grafu.
Opis grafu skiada sie z: Podanej ilosci wierzcholkdw w grafie ( n
) 1 ilodci krawedzi ( m )
— Opisu krawedzi zlozZonego z:* wierzcholka poczgtkowego
* wierzchotka korcowego]
var ;
inn :text:;
i :byte;
nl, n2 :byte;
nowy :pkrawed=z;
begin
asgign(inn, 'bfs.in') ;
raset (inn) ;
readln(inn,n,m) ;
for 1 := 1 to n do
graf[i] :=nil;
for i := 1 to m do

|
'! Head
Tail
and;
VAR
n, m :ibyte; ({ilosé wierzcholkdéw ( n ) i krawedzi (m )} }

begin
readln(inn, nl, n2);
new (nowy) ;
nowy*.nr:= n2;
nowy*.nast:= graf[nl];
graf[nl] := nowy;

and;
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close (inn) ;
end;

procedure Zapisz Skladowe;

{ Procedura zapisuje do pliku 'bfs.out' liczbe skiadowych
spdinosci,

a nastepnie (w kolejnych wierszach) wszystkie wierzcholki

kolejnych
sktadowych. ]
var
out : text;
i, 3. k : byte;
tmp : pkrawedz;
tabl : array[l..100] of byte;
begin

assign(out,'bfs.out');
rewrite (out) ;
writeln{out,l_ skladowych) ;
for i1 := 1 to 1 skladowych do
begin =3
tmp := sklad[i];
k:= 1;
while not (tmp = nil) do
begin
tabl[k] := tmp”*.nr;
inc(k);
tmp = tmp”.nast;
and;
for j := k-1 downto 1 do
write (cut,tabl[3],"' '}
writeln (out) ;
end:
close (out) ;
end;

{ Procedury do cbsfugi kélejki. Kolejki sa implementowane
W pojedynczej
tablicy. Dzialanie poszczegdlnych procedur:

QueueFirst (x) - opréinia cata kolejke wstawiajac x jako pierwszy
element

EnQueue (x) - dodaje element x do kolejki
DeQueue - Sciqga element z kolejki

Czy Pusta - sprawdza czy keclejka jest pusta}
pProcedure QueueFirst(x: byte);
bagin

Queue.Q[1] := x;

Quene.Head := 1;

Queune.Tail := 1:
and;

Procedure EnQueue (x: byte) :
begin
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ine (Queue.Tail) ;

if Queue.Tail = 101 then Queue.Tail := 1;
gueue,Q[Queue.Tail] := x;
end;

function DeQueue: byte;

bagin
DaQueue := Queue.Q[Queue.Head];
inc (Quene.Heaad) ;

if Queue.Head = 101 then Queue.Head := 1;
end;
function Czy Pusta: boolean;
bagin
if (Queune.Head = Queuse.Tail + 1) or
{ (Queue.Head = 1) and (Queue.Tail = 100) )
then
Czy_ Pusta := true
else

Czy Pusata := false;
end;

{ Dodatkowa procedura dodajgca wierzcholek do listy skiadowych
spdinosci}

Procedure Dodaj{co, gdzie: byte) ;

var nowy : pkrawedz;

bagin
new (nowy) ;
nowy”.nr 1= ao;
nowy”.nast. := sklad[gdzie] ;
sklad[gdzie] := nowy;

end;

type tkolor = (BIALY, SZARY, CZARNY):;

{ Gidwna procedura programu. Wyszukuje skladowe poprzez
uruchamianie algorytmu przeszukiwania wszerz na wszystkich biafych
wierzchoikach (wierzcholek jest: BIALY jesli nie zostal jeszcze
odwiedzony, SZARY jesli zostal cdwiedzony, ale jeszcze nie
wszystkie jego nastepniki zostaly odwiedzone, CZARNY Sesli jego
wizystkie nastepniki zostaly odwiedzons) )

Procedure Znajdz_ Skladowe;

var
kolor : array[l..100] of tkeler; {kolor wierzcholka -
poczatkowo bialy)
i, u : bytes;
tmp : pkrawedz;
begin
for i := 1 to n do {krotka petla majaca
kolor[i] = BIALY; na celu ustawienie koloru)
1_skladowych := 0;
sklad[1] = nil;
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{Musimy wykonac przeszukiwanie wszerz dla kazdego wierzcholka, aby
znalezé wszystkie skiadowe spdinosci. Pomijamy juz odwiedzone
wierzchoikl (szare i czarne), gdvi skoro zostsly juz eodwiedzone,
to zostaly zapisane na liscie skiadowych. )
for i := 1 to n do
begin
if kolor[i] = BIALY then
(W tym miejscu zaczyna sie algorytm BFS (przeszukiwania wszerz)}
begin
kolor[i] := SZARY;
QuenaFirst (i) ;
while not Czy Pusta do
bagin
u = Queue.Q[Queue.Head] ;
tmp := graf(u]:;
while not (tmp = nil) do
begin
if kolor[tmp”.nr] = BIALY then
begin
kolor[tmp*.nxr] := SZARY;
EnQueue (tmp”.nr) ;
end
tmp := tmp*.nast;
end;
DeQueue;
koler[u] := CZARNY;
Dodaj(u,l_skladowych+l);
end;
ine (1_skladowych) ;
end; (Tu nastepuje zakorczenie podstawowego algorytmu BFS)
end;
end;
BEGIN {poczgtek programu gidwnego}
Wezytaj_ Graf;
Znajdz_Skladowe;
Zapisz Skladowe;
END. {koniec programu gidwnego}
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Program
obliczanie ilosci wszystkich cykli w grafie_skierowanym;
uses crt,graph;
type graf=array(l..50,1..50] of byte:
var nl,ilosc :integexr;
macierz :graf;
procedure generuj_graf(var matrix:graf;var n:integer);
var i,j,.k:integer;
begin
0 Randomize;
Randomize;
writeln ('Program cobliczajacy ilosc cykli w grafie
skiercwanym') ;
writeln;
writeln('l - Losowe generowanie grafu spojnego');
writeln('2 - Graf przykladowy dla n=5') ;
writeln;
raadln (k) ;
case k of
l:begin
clrser;
Writeln('Podaj ilosc wierzcholkow: ( n<8 )'};
readln(n) ;
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
matrix[i,j] :=random{2) ;
end;
2:bagin
n:=5;
matrix[l,2]:=1;
matrix[2,4]:=1;
matrix[2,5] :=1;
matrix[3,1] :=1;
matrix[3,2] :=1;
matrix[3,3]:=1;
matrix[4,3]:=1;
matrix[4,5]:=1;
matrix[5,2] :=1;
end;
end;
elrser;
writeln('Macierz sasiedztwa :'):;
for i:=1 to n do
begin
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for j:=1 to n gg
urite(matrix{i'j] vy
writeln; ¥ T
end;
Dend;
end;

procedure cykle (matri,.
label 1;
var H:graf;

{ H[—T-/J}_“l ’ ng Wier;-g} . A
i taki ‘Clotek § jest za i z wierzchotlka
i. Dzieki temu ta samg « J Jest zabreniony olka

el ; : Sciefka nie jes wana prz
przediuzaniu wiecej njs Jjest rozpatrywa przy

feden raz}
P:ar b f byteg: . i e i
R Sleugdl vab iyt { zapamietuje fciezke skierowana

graf;n:integer;var ile:integer) ;

W:array [1..50] of byte;
Jjuz
k,kl,i,j,e,f:integer;
begin

ile:=0;

for i:=1 to n do p[j

k:=1;

plill:=1;

writeln;

while p[l]<n do

begin
for i:=1 to n do

{ w{i]=1 , gdy wierzcholek i jest
w Sclezce }
{ k= dlugos¢ sciezki }

l:=p,;

repeat
if (mat:ix[p(k
then
begin
k:=k+]1 ;
plk] =y ;
W[i]:=y .
ipll)4,
end g
elaa
i:=i+l;
until i>n;
if k=1
then k1:=1;
if matrix[p[k]
then
begin
il&:=ilg+l;
ﬂrita('cr*l

1,i]1=1) and (hlp[k],i]=0) and( W[i]=0)

+Pl1]11=1

'sila," : '):
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for e:=1 to k do write(p[e], °'
writeln;
end;
if k>1
then
begin
for e:=1 to n do H[p[k],e]:=0;
Hlp[k-1] ,P[k]]:=1;
wlplkl]]:=0;

P[k] :=0;
k:=k-1;
end;

until kl=1;
Pll1l] :=p[1]+1;
plk]l:=p[1];
aend;
end;

BEGIN {poczatek programu gidwnego)
clrscr;
generuj graf (macierz,nl);
cykle(macierz nl,ilocac) ;
readkeay;
END. {koniec programu gidwnego)

")
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Zad 3.

{Program na najkrotsza droge w grafie algoryip Dijskry}

const max=20; {Maxymalna ilodd
wierzchoikdw}
var k:array[l..max]of array[l..max]eof byte: iMacierz

krawedzi}
wiarray[l. .max]of record
dr:byte; {Tablica
najkréotszych
drég do wierzcholka)
st:byte;
end;
dro:array[l. .max]of byte:;
i,n,l,d:integer;
dokt,odkt:byte;
ilw:byte; {Ilosé wierzcholkdw)

Procedure wozytaj;
var p:taxt;
begin
assign(p, "gwaz.txt');
raeset(p) ;
readln{p,ilw) ;
for i:=1 to max do begin
for n:=1 to max do k[i] [n]:=0
wl[i]..dr:=0;
wli] .st:=0;
end;
for i:=1 to ilw do
begin
read(p,d) ;
repaat
read(p,n);
read(p,l);
if (k[d] [n]1>1)or(k[d] [n]=0}
then
begin
kid] [n]:=1;
k[n] [d] :=1;
end
until eoln(p)or eof(p);
if not eof (p}
then
readln{p) ;

s

and;
and ;
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re next(n:byta;var a:byte);

repeat
inc(a)
antil ((k[n] [a]l<>0)and(w[a].st=0))or (a>ilw)

a Dijskra(odkt, dokt:byte) ;
aum, akt,dl:byte;

wlodkt] .at:=1;
nom : =odkt;
‘repeat
akt:=0;
repeat
next (num,akt}) ;
if
{akt<=ilw)and{ (w[akt] .dr> (w[num] .dx+k[num] [akt]) ) or (wlakt] .dr=
0})
then
wl[akt] .dr:=w[num] .dr+k[num] [akt]
until akt>ilw;
num:=0;
akt:=0;
dl:=255;

rapaat
inc (num) ;
if (w[num] .dr<dl)and(w[num].st=0)and (w[num] .dr<>0)
then
begin
dl:=w[num] .dr;
akt:=num;
and
until num=ilw;
if akt=0
then
begin
write{'Nie da sie przejsc');
readkey;
halt;
end;
num:=akt;
winum] .st:=1;
until num=dokt;
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. writeln('Dlugosc=>',w[num] .dr);
Ifq;.hr i:=1 to ilw do
begin
w[il.st:=0;
dro[i] :=0;
end;
dro[ilw+l] :=0;
and ;

rocedure znajdz(n,nr:byte);

repeat
next(n.a);

until ({(w[n].dr-k[n][a])=w[a].dr)or(a>ilw) ;
if (a<=ilw)

then
bagin

zn_a.jl:lz (a,nr+l)
and

{poczgtek programu gidwnego]

‘write ('Wierzcholkow jest '",ilw,' od ktorego mam zaczac? ');

e ("Wierzcholkow jest ',ilw,' do ktorego mam isc? '};

“itﬂ{dro[i]’! 1y :
dro[i+1]1=0;
adkey ;

{koniec programu gidwnego}

Ytowa ADanduewn,
DYRERTOR
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