Problem Find-Union

Rozwazamy zbior N elementow, ktore dla wygody ponumerujemy od 1 do N. Elementy beda taczyé si¢ w
coraz wigksze grupy, jak na rysunku:
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Naszym zadaniem jest okresla¢, w dowolnym momencie, czy dwa elementy znajduja si¢ w tej samej grupie.
Mowigc formalnie, musimy zaimplementowaé¢ dwie operacje:

e Union(x,y) — potacz grupy, w ktorych sg elementy x i y, w jedng grupe,
e Find(x) — znajdz grupe elementu x. W praktyce chodzi o sprawdzenie, czy dwa elementy sg w tej
samej grupie (sprawdzamy zawsze warunek, czy Find(x) = Find(y) dla pewnych dwoch elementow

X,Y).

Czasami warto jest jeszcze uwzglednié trzecig operacje, Init(), wywotywang na poczatku programu, przed
wszystkimi Find() i Union(). Bgdzie ona tworzyta niezbgdne nam p6zniej struktury danych. Naszym celem
jest osiaggniecie jak najnizszej ztozonosci obliczeniowej operacji Find() i Union().

Implementacja naiwna
Latwo zaprojektowac dzialajaca implementacje obu operacji — po prostu pamigtamy, w ktorej grupie jest

kazdy z elementow. Operacja Union(X,y) sprawdza wszystkie elementy i tym, ktore sa w grupie elementu y,
zmienia grupe na t¢ sama, co element x.

Init ()
for i =1, 2, ..., n
grupa[x] = x
Find (x)

return grupal[x]
Union(x,y)

for 1 =1, 2, .., n
if grupali] = grupaly]
grupaly] = grupalx]

Implementacja ta jest wyjatkowo prosta, jednak ztozonos$¢ operacji Union wynosi O(n) - za kazdym razem
musi przegladnaé wszystkie elementy.

Las zbiorow rozlacznych
Wyobrazmy sobie, ze kazda grupa jest zorganizowana wedhug pewnej hierarchii. Kazdy element x "pamigta"

numer innego elementu ze swojej grupy, parent[x] — nazywamy go rodzicem x. W kazdej grupie bedzie
tez jeden (i tylko jeden) element, ktory jest swoim wlasnym rodzicem — reprezentant tej grupy.

Na tym rysunku czerwone strzatki prowadzq od elementu do jego rodzica.
Widoczne jest, ze w tym zbiorze sq trzy grupy — reprezentantem pierwszej jest
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Operacje Find(x) zaprojektujemy tak, aby zwracata reprezentanta grupy, w ktorej jest element x. To
oczywiscie wystarczy do naszych celow — dwa elementy sg w tej samej grupie wtedy i tylko wtedy, gdy



maja tego samego reprezentanta. Aby go znalez¢, przechodzimy od x do jego rodzica, nast¢pnie do rodzica
jego rodzica, i tak dalej, az trafimy na element bedacy wtasnym rodzicem. Mozna zapisac t¢ procedurg w
nastepujacy sposob:

Find (x)
a = x
while a<>parentl[a]
a = parent|a]
return a

Wygodniej jest jednak uzy¢ rekursji:

Find (x)
if parent[x] = x
return x
else
return Find(parent[x])

Zauwazmy, ze aby to podejscie dziatato, petla w operacji Find() nie moze wréci¢ z powrotem do elementu
X, ani zadnego wcze$niej odwiedzonego. Zauwazmy, ze zbidr wszystkich elementéw wraz z krawedziami od
elementow do ich rodzicow jest pewnym grafem, a wymieniona przez nas niepozadana sytuacja to cykl w
tym grafie. Dazymy zatem do tego, aby graf ten nie zawierat cyklu — innymi stowy, musi by¢ lasem, a
kazda grupa z osobna — drzewem. Stad pochodzi nazwa tej struktury danych: las zbioréow rozitacznych.

Operacja Union(x,y) musi tylko znalez¢ reprezentantéw obu grup i jednego z nich uczyni¢ rodzicem
drugiego:

Union (x,Vy)

a = Find(x)
b = Find(y)
parent[ ] =
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Wywotanie Union(7,3) spowoduje znalezienie i polgczenie ze sobg reprezentantow: 9 i 2.
Latwo widac, ze w ten sposob nigdy nie powstanie cykl. Implementacja ta wyglada na sprytniejsza, ale
wcigz moze si¢ zdarzy¢ niekorzystny ciag operacji, ktory spowoduje powstanie wysokiego drzewa, na

ktorym operacja Find() bedzie bardzo czasochtonna.

' W tej sytuacji, kazde wywolanie Find(1) przeszuka cate
@ wysokie drzewo.
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Na szczgscie, istnieja dwie mozliwosci bardzo tatwej tej implementacji, aby Find() i Union() dziataty
szybko. Sg to, odpowiednio, laczenie wedlug rangi i kompresja $ciezek.

Rangi elementéow

Kazdemu elementowi x przypisujemy jego range, oznaczang rank[x]. Ranga okresla wysoko$¢ drzewa
zaczepionego w elemencie x, czyli najdtuzszg mozliwg $ciezke od pewnego innego elementu do x. Oznacza
to, ze operacja Find(x) wykona rank[x] operacji.

Niebieskie cyfiy oznaczajq range elementu i zarazem jego
wysokos¢. Najbardziej istotne sq rangi reprezentantow,

zaznaczone pogrubionymi cyframi.
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W praktyce rangi sg istotne tylko dla elementéw bedacych reprezentantami grup, okreslaja bowiem kierunek
ich faczenia. Kiedy taczymy ze soba dwodch reprezentantdw grup o réznych rangach, podczepiamy zawsze

nizszy do wyzszego. W ten sposob nie trzeba zmienia¢ rangi zadnego z nich — wysoko$¢ drzewa nie
zmienita si¢:
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Jesli jednak taczone sg dwa elementy o tej samej randze, wysokos¢ jednego z nich zwigksza si¢ o jeden.
Konieczne jest zatem rdwniez zwigkszenie rangi:

Pseudo-kod operacji Union z taczeniem wedtug rangi wyglada zatem tak:

Union (x,Vy)

a = Find(x)
b = Find(y)
if rank[al<rank[b]
parentfal] = b
else
parent [b] = a;

if rank[al=rank[b]
rank[a] = rank[a]+1l



Na poczatku wszystkie elementy majg range 0. Zauwazmy, ze aby jaki$ element otrzymal range 1, muszg si¢
ze sobg potaczy¢ dwa elementy. Aby jednak element mogt otrzymac range 2, konieczne jest potaczenie ze
soba dwoch grup z ranga 1, a zatem wynikowa grupa bedzie liczyta co najmniej 4 elementy. Idac dalej,
element o randze 3 moze si¢ pojawi¢ tylko w grupie o wielkos$ci 8, element o randze 4 w grupie o wielkosci

16, i tak dalej... Latwo widaé, ze element o randze K zawsze jest w grupie o co najmniej 2k elementach. To
oznacza, ze ranga zadnego elementu nie moze przekroczy¢ Iogn, gdzie N jest liczbg elementéw. Ale wiemy
juz, ze Find() wykonuje tyle operacji, ile wynosi ranga pewnego elementu. Zatem jesli uzyjemy tgczenia
wedtug rang, ztozonos¢ operacji Find() wynosi O(logn). Operacja Union(), ktéra sktada si¢ z dwéch
wywotlan Find() i jednego lub dwoéch przypisan, bedzie oczywiscie miata t¢ samg asymptotyczng ztozonos¢.

Kompresja sciezek
Jest to zaskakujaco krotka poprawka operacji Find(), oparta na prostym pomysle: jesli raz juz odkrylismy,

ze reprezentantem elementu x jest inny element a, mozemy réwnie dobrze ustawi¢ parent[x] = a, aby
skroci¢ wszystkie nastepne przeszukania. Bardzo tatwo potaczy¢ to z wersja rekurencyjng procedury Find():

Find (x) ()
if parent[x] <> x @
parent[x] = Find(parent[x])
return parent[x] (‘
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Zwroémy uwage, ze dzigki rekursji stanie si¢ nawet wigcej: wszystkie elementy na $ciezce od X zostang
podiaczone do reprezentanta. "Ztosliwe" wysokie drzewo takie, jak na jednym z poprzednich rysunkow, po
jednym wywotaniu Find() zmienia si¢ na w bardzo korzystny uktad:

Zlozonos$¢

Jaka jest ztozono$¢ wywotan Find() i Union(), jesli uzyjemy kompresji $ciezek, na razie zapominajac o
rangach? Okazuje sie, ze jesli wykonamy je K razy, taczna liczba operacji zsumuje sie do klogn, dla
absolutnie dowolnej liczby K. Moze si¢ wprawdzie zdarzy¢, ze niektore wywotania "po drodze" moga zajma

wiecej czasu, ale po ostatecznym podliczeniu algorytm zawsze zachowuje si¢ tak, jakby kazdy Find() i
kazdy Union() dziatat w czasie logarytmicznym. Mowimy, ze amortyzowana zlozonos¢ tych operacji

wynosi O( Iog n). Dowod tego faktu jest jednak dos¢ dtugi i wymaga zaawansowanych technik.

Nic nie stoi jednak na przeszkodzie, aby uzy¢ tacznie zaréwno rang, jak i kompresjil. Oszacowanie
ztozonosci robi si¢ wtedy jeszcze trudniejsze, ale wynik jest zaskakujacy.

W 1973 roku John Hopcroft i Jeffrey Ullman udowodnili, ze amortyzowana ztozonos$¢ operacji Find() i
Union() w tym wypadku nie przekracza O(log«n), gdzie log+n (logarytm iterowany) oznacza liczbe
razy, jaka trzeba zlogarytmowacé N, aby otrzyma¢ 1 (na przyktad Iog*4:2, Iog*16:3). Najmniejsza
liczba N dla ktore;j Iog*n:5, jest 265536 — liczba zupehnie abstrakcyjna w kontekscie praktyki. Dane, dla
ktérych Iog*n byloby zauwazalnie duze, nigdy nie zdarza si¢ w prawdziwym $wiecie.

Oszacowanie Hopcrofta i Ullmana okazato si¢ jednak jeszcze zbyt grube. Co jest nawet bardziej

zaskakujace, wlasciwa zlozonos¢ jest jeszcze nizsza, proporcjonalna do funkcji a(n), odwrotnosci tzw.
funkcji Ackermanna. Dociekliwego czytelnika odsytamy do zrodet — wynik ten pokazat Robert Endre
Tarjan w roku 1975.

Kompresja $ciezek odrobing "psuje" pojecie rangi — nie oznacza ona juz wysokosci drzewa. Ranga
pozostaje jednak wieksza lub réwna wysokosci, co wystarczy do naszych celow.
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