DRZEWA BINARNE



Graf

 Graf nieskierowany G=(V, E) jest to para sktadajaca sie ze
skonczonego zbioru wierzchotkéw V oraz ze zbioru krawedzi
E, gdzie krawedzie to pary wierzchotkow

* Przyktad grafu:




Drzewo

* Drzewo to spojny i acykliczny graf

* Graf jest spojny, gdy dla kazdych dwoch wierzchotkdw u, v
grafu istnieje Sciezka je tgczaca

* Droga lub sciezka w grafie to cigg jego wierzchotkow, w
ktorym sgsiednie wierzchotki sg potgczone krawedzig

* Droge nazywamy cyklem jezeli wierzchotek poczgtkowy
drogi jest rowniez wierzchotkiem koncowym, a wszystkie
pozostate wierzchotki tej drogi sg rozne




Przyktad drzewa




Drzewo ukorzenione

* Drzewo ukorzenione to drzewo z wyréznionym
jednym wierzchotkiem. Wyrozniony wierzchotek
nazywamy korzeniem drzewa.

Do opisu zaleznosci miedzy wierzchotkami drzewa uzywa sie
terminologii drzewa genealogicznego.

* Przyktad

}kcr rzen




Drzewo ukorzenione cigg dalszy

* Kazdy wierzchotek v rézny od korzenia jest z nim
potgczony doktadnie jedng droga prostg(wszystkie
wystepujgce w niej wierzchotki sg rozne).

 Sgsiad lezgcy na drodze do korzenia nazywamy
ojcem wierzchotka v.

* Pozostali sgsiedzi wierzchotka v sg synami
wierzchotka v.

* Synow tego samego wierzchotka nazywamy braémi.

* Korzen drzewa nie ma ojca, czyli elementu
poprzedniego, wszyscy jego sgsiedzi sg jego synami.

* Wierzchotek, ktory nie posiada syna, nazywamy
liSciem.



DRZEWA BINARNE

* Drzewo binarne w teorii grafow to drzewo, w ktorym
stopien kazdego wierzchotka jest nie W|ekszy od 3.

* Innymi stowy, to takie drzewo ukorzenione, w ktorym
kazdy wierzchotek ma co najwyzej dwoch synow.

* Do oznaczania wierzchotkow w drzewie binarnym
zwykle uzywa sig ciggow zer i jedynek. Wierzchotki s3
oznaczane nastepujgco:

 Korzen drzewa oznaczamy przez A-pusty cigg

* Jezeli jakis wierzchofek jest oznaczony przez x, to
jego synowie oznaczeni sg przez x0 i x1.
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* Drzewo binarne jest regularne jesli

stopien wyjsciowy kazdego ° °
wierzchotka jest rowny 2 lub zero.

* Numerem poziomu wierzchotka v o e
nazywamy dtugosc¢ drogi prostej od
korzenia do v. Sam korzen ma o o
numer poziomu 0.

* Wysokos¢ drzewa z wyrdznionym
korzeniem jest rowna najwiekszemu
numerowi poziomu wierzchotka.




Przechodzenie drzewa

* Pre-order, przejscie wzdtuz (A, T, Tp)

* Odwiedzamy najpierw korzen, pozniej lewe poddrzewo, a nastepnie
prawe poddrzewo

* In-order, przejscie poprzeczne (T}, A, T}p)
(przejscie grafu w gtab)

e Odwiedzamy poddrzewo lewe, nastepnie przechodzimy do korzenia, a
pozniej do poddrzewa prawego

* Post-order, przejscie wsteczne (T, TpA)
* Odwiedzamy lewe poddrzewo, pdzniej poddrzewo prawe, a nastepnie

ndwied7zamv karzen
Orientacja Kolejnos$¢ wierzchotkow

Pre-order a,b,d, e gh,cf

In-order db,g e hafc

Post-order d g heb,fca




Odwzorowanie drzewa binarnego

* Najprostszym sposobem przetwarzania za pomocg komputera
struktur drzew binarnych jest zastosowanie zwyktej tablicy n
elementowej. Kazdy element tej tablicy bedzie reprezentowat
jeden wezet(wierzchotek) drzewa binarnego.

e Zastosujmy odwzorowanie:
e Element d[1] bedzie zawsze korzeniem drzewa.

* i-ty poziom drzewa binarnego wymaga 2! weztéw. Bedziemy je kolejno
pobierac z tablicy.

Otrzymamy wtedy nastepujgce odwzorowanie elementéw tablicy w
drzewo binarne:
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Przyktad

Skonstruowacé drzewo binarne z @
elementow zbioru{759246 1}

1. Konstrukcje drzewa binarnego

rozpoczynamy od korzenia, ktdry (7 )
jest pierwszym elementem
zbioru, czyli liczba 7. (5) (9)

2. Do korzenia dotgczamy dwa
wezty potomne, ktore lezg obok (7))
w zbiorze. S3 to dwa kolejne

elementy, 51 9. (5) (9)

3. Do lewego wezta potomnego (5)
dotgczamy jego wezty potomne. (2) (4)
Sg to kolejne liczby w zbiorze,
czyli2i4.

4. Pozostaje narP dotaczyc ((jjo o
prawego wezfa ostatnie dwa
elementy zbioru, czyli liczby 6 i 6 (9,
1. Drzewo jest kompletne.



Drzewo poszukiwan binarnych

Ciag liczb lub plik moze by¢ zorganizowany w specjalny rodzaj
drzewa z wyrdznionym korzeniem, jest to drzewo poszukiwan
binarnych. Jest to drzewo binarne, w ktorym kazdy wezet ma
przyporzgdkowany jedng wartos¢, przy czym: wartosc
przechowywana w wezle jest wieksza od wartosci
przechowywanej w lewym synu i mniejsza od wartosci
przechowywanej w prawym synu.

Przechodzac drzewo metodg in-order uzyskuje sie cigg wartosci
posortowanych rosngco.

* Aby znalez¢ wezetf drzewa, w ktorym jest wartos¢ x, porownujemy
x z wartoscig k w korzeniu i w zaleznosci od wyniku porownania:

* x = k— konczymy poszukiwania
* x < k—szukamy w lewym poddrzewie
* x > k —szukamy w prawym poddrzewie



* Rysunek ponizej prezentuje drzewo poszukiwan
binarnych zawierajgce zbior rekordow klientow
uporzagdkowany alfabetycznie.

Fiolek

Taranek

Budzik

Balicki Drozd Rosien

Wilczek

Adamek Czech Efir Lerin Rostek

* W celu znalezienia rekordu klienta Rostek postepujemy
nastepujgco:



* Porownujemy nazwisko Rostek z nazwiskiem z korzenia, Fiotek.
Rostek w porzadku alfabetycznym znajduje sie pozniej, wiec
wybieramy prawg gataz.

* Szukane nazwisko poréwnujemy z nazwiskiem Taranek. Rostek
jest wczesniej w porzadku alfabetycznym, wybieramy gataz lewa.

* Porownujemy nazwisko Rostek z Rosieniem. Szukane nazwisko
wystepuje pozniej w porzadku alfabetycznym wybieramy prawag
gatgz.

* Dotarlismy do szukanego wierzchotka, konczymy poszukiwania.

Opisana procedura jest skuteczna, poniewaz z kazdego wierzchotka
wychodzg co najwyzej dwie krawedzie w doét, wiec wystarczy tylko
kilka poréwnan by znalez¢ wtasciwy adres, nawet jesli liczba
rekordow jest duza.



Przyktad

Drzewo utworzone dla
ciggu wartosci {23, 12,
35, 13, 16, 7}

Konstrukcje drzewa binarnego rozpoczynamy
od korzenia, ktdry jest pierwszym elementem
zbioru, czyli liczbg 23.

2. Do korzenia dotagczamy dwa wezty potomne,
ktore lezg obok w zbiorze. S3 to dwa kolejne
elementy, 12 i 35.Ich rozmieszczenie nie jest
przypadkowe, mniejszg wartosé-12
umieszczamy po lewej stronie, natomiast 35
po stronie prawej.

3. Kolejng liczbg z listy jest 13. Wartosc ta jest
mniejsza od 23 i wieksza od 12 dlatego
zostaje prawym potomkiem 12.

4. Liczba 16 jest mniejsza od 23, wieksza od 12 i
od 13 dlatego umieszczamy jg na pozycji
potomka prawego 13.

5. Pozostata liczba 7 zostaje lewym potomkiem
liczby 12, jako ze jest mniejsza od 23 i 12.



Algorytmy przeszukiwania drzew binarnych

* Lista-uporzagdkowany cigg elementéw

* Kolejka-lista z trzema operacjami
* Dodawanie nowego elementu na koniec kolejki
* Zdejmowanie pierwszego elementu z poczgtku kolejki
* Sprawdzanie, czy kolejka jest pusta

Taki sposob dodawania i odejmowanie elementow jest
okreslany FIFO(ang. First in first out-pierwszy, ktory
wszedt pierwszy wyjdzie) Przyktadem jest kolejka w
sklepie.




* Stos-lista z trzema operacjami:
* Dodawanie elementu na wierzch stosu
* Zdejmowanie elementu z wierzchu stosu
* Sprawdzanie, czy stos jest pusty

Na stosie dodajemy i odejmujemy elementy z tego
samego konca. Sposoéb ten okreslany jest LIFO(ang.
Last in first out-ostatni, ktory wszedt, pierwszy wyjdzie)

Przyktad uktadanie korespondencji na stosie, lub
zmywanie stosu talerzy.



Przyktad: Algorytm szukania ksigzki wsrod
znajomych

* Tworzymy stos pusty
* Wktadamy na stos numery telefondw znajomych, ktorzy
moga miec ksigzke
* Dopdki na stosie sg numery, powtarzamy:
* Zdejmujemy z wierzchu stosu jeden numer telefonu

* Dzwonimy pod numer

* Jezeli osoba, do ktorej dzwonimy, posiada szukang
ksigzke, to konczymy poszukiwania

* W przeciwnym razie pytamy jg o znajomych, ktérzy moga
miec ksigzke i numery dopisujemy do stosu




Algorytm przeszukiwani drzew w gtab (z
uzyciem stosu)

Dane wejsciowe: drzewo T
* Odwiedzamy korzen A i wktadamy go na stos

* Dopdki stos nie jest pusty powtarzamy (niech v bedzie
wierzchotkiem na wierzchu stosu)

* Sprawdzamy, czy istniej syn u wierzchotka v, ktéry nie byt odwiedzony:
 Jesli takie u znajdziemy, to
odwiedzamy u i wktadamy go na wierzch stosu
* Jezeli takiego u nie znajdziemy, to

zdejmujemy v ze stosu

Dodatkowo algorytm ten powinien zapamietywac,
jaki wierzchotek byt zdjety ze stosu. Utatwia to
stwierdzenie, ktory z synow wierzchotka
znajdujgcego sie na stosie pod spodem nalezy
rozpatrzyc.



Przyktad

Tabela pokazuje, jak
wierzchotek jest
odwiedzany i jaka

jest zawartosc stosu po
kazdej iteracji, gdy
przeszukiwane jest
nastepujgce drzewo
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W metodzie tej po kazdym kroku algorytmu wierzchotki znajdujgce
sie na stosie tworzg Sciezke od wierzchotka wejsciowego do
wierzchotka aktualnie odwiedzanego.



Algorytm przeszukiwania drzewa wszerz (z
uzyciem kolejki)

e Dane wejsciowe drzewo T
* Odwiedzamy korzen A i wktadamy go do kolejki.

* Dopoki kolejka nie jest pusta, powtarzamy:
* bierzemy jeden wierzchotek v z poczatku kolejki,
» odwiedzamy wszystkich syndw wierzchotka v,
» kazdego wktadamy na koniec kolejki.

W metodzie przeszukiwania wszerz wierzchotki sg przeszukiwane w kolejnosci
od wierzchotkdw bedacych najblizej wierzchotka poczatkowego do
wierzchotkéw bedacych dale;j



Przyktad

Tabela ukazuje odpowiednie wierzchoftki i zawartosci kolejki po
kazdej iteracji algorytmu dla drzewa z poprzedniego przyktadu.

A A
0,1 0,1
00,01 1,00,01
10,11 00,01,10,11
- 01,10,11
- 10,11
- 11
110,111 110,111

- 111



Drzewo wyrazen arytmetycznych

e Jest to przyktad zastosowania drzew binarnych.

* W drzewie tym kazdy wierzchotek ma etykiete.

* Liscie etykietowane sg statymi bgdz zmiennymi.

* Wierzchotki niebedgce lisS¢mi etykietowane sg operacjami
arytmetycznymi.

* Kazdemu wierzchotkowi w drzewie mozna

przypisac wyrazenie arytmetyczne wedtug

zasady: Drzewo wyrazenia
* Dla lisci wyrazeniami sg etykiety
tych lisci(state lub zmienne)
* Jezeli wierzchotek v ma
etykiete op, a jego synom
przypisano wyrazenie W(v0) i
W(v1), to wierzchotkowi v
przypisujemy wyrazenie
W(v)=(W(v0)opW(v1)) 4 a 3 b



e Opuszczanie nawiasow w wyrazeniach moze prowadzi¢ do
niejednoznacznosci, np. wyrazenie 3(a+4/b) po opuszczeniu
nawiasow jest identyczne z wyrazeniem 3a+4/b i zmienia sens.

* Drzewo odpowiadajgce
wyrazeniu 3(a+4/b)

Sposobem przedstawiania

wyrazen bez uzycia nawiasow

jest notacja polska(tukasiewicza), o

Inaczej postfiksowa (znak operacji stoi .iu nuiicu wyruccriug.

Wyrazenie w postaci postfiksowej Wyrazenie w postaci infiksowej

3,a+ 3+a

3,a*4,b/+ 3a+4/b



Algorytm obliczania wyrazenia w postaci
postfiksowej

* Dla kolejnych elementow zapisu wyrazenia:
* jezeli element jest statg lub zmienng, to
* wktadamy jego wartosc¢ na stos
* jezeli element jest znakiem operacji, to
* zdejmujemy dwie wartosci z wierzchu stosu,
* wykonujemy operacje na tych wartosciach,
* obliczong wartos¢ wktadamy na wierzch stosu
* Po przejsciu catego wyrazenia jego wartosc znajduje sie w stosie



Przyktad

Wyrazenie abc+*de/+
Zaktadamy, ze zmienne majg nastepujace
wartosci: a=3,b=2,c=1,d=4,e=2

Czytany
element

a 3,

b 3,2,
C 3,2,1,
+ 3,3,
* 9,

d 9,4,
e 9,4,2,
/ 9,2,



Podsumowanie

* Drzewa znakomicie oddajg istote organizacji hierarchicznej

* Sg jedng z najwazniejszych nieliniowych struktur danych uzywanych
w algorytmach kombinatorycznych

* Ich struktura znalazta wiele zastosowan, m.in. w informatyce
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