Opracowanie: MON
Monety

1 Analiza problemu

Przypomnijmy, ze ciag a; (1 < ¢ < n) oznacza rozmiary przegréd na monety. Jako, ze monety Bajtazara maja
wielkosci doktadnie 1,2, ..., n, zadanie sprowadza si¢ do obliczenia wszystkich kolejnosci liczb 1,2,...,n, takich, ze
i-ta z kolei liczba jest mniejsza lub réwna a;.

2 Rozwigzanie brutalne

Najprostszym rozwiazaniem jest wygenerowanie wszystkich kolejnosci liczb 1,2, ..., n (czyli permutacji) i dla kazdej
z nich sprawdzenie powyzszego warunku. Niestety liczba permutacji zbioru zlozonego z n elementéw wynosi n!, czyli
1-2-...(n—1)n, co nawet dla niewielkich n moze byé¢ ogromna liczba (10! = 3628800, 15! = 1307674368000).
Mozna co prawda przerywaé obliczenia, jesli zauwazymy, ze ktéras nieréwnosé nie jest spelniona i nie generowad
wiecej permutacji, ale nawet takie rozwigzanie nie ma szans zmiesci¢ si¢ w limitach czasowych.

3 Rozwigzanie wzorcowe

Jak wida¢ musimy by¢ sprytniejsi. Najpierw zauwazmy, ze wynik nie zalezy od kolejnosci liczb a;. Dlaczego tak jest?
Jak juz powiedzieliSmy kolejnosé liczb 1,2, ..., n opisuje poprawne zapelnienie klasera wtedy i tylko wtedy gdy i-ta
z kolei liczba jest mniejsza lub réwna a;. Wyobrazmy sobie sytuacje, ze zamieniamy miedzy soba pewne przegrodki,
ale wraz z nimi przesuwamy monety, ktére prébowaliSmy do nich wilozyé. Wtedy poprawne przyporzadkowanie
oczywiscie sie nie popsuje, a niepoprawne nadal pozostanie niepoprawne.

Skoro nie musimy dbaé¢ o kolejnoéé liczb a;, to mozemy przeglada¢ je w najwygodniejszej kolejnosci czyli nie-
malejacej. Do najmniejszej przegrodki mozemy wlozyé oczywidcie a; najmniejszych monet. Do drugiej przegrodki
zmiesci sie ag monet, ale pamigtajmy, ze jedna juz zuzyliSmy, zatem pierwsze 2 przegrédki zapelnimy na aq(az — 1)
sposob6ow. Moze dalej bedzie podobnie?

Zalézmy, ze k — 1 pierwszych przegrodek jest juz zapelnione. Kazdg niewykorzystana monete mniejszg lub réwna
ar, mozemy wlozy¢ na k-te miejsce, a takich monet jest ar — k 4+ 1. Dzigki temu otrzymujemy elegancki wzér na
wynik: aq(ag — 1)(ag — 2) -+ (ap, — n + 1). Zauwazmy, ze klasera nie da si¢ zapelnié¢ tylko wtedy, gdy ar < k dla
pewnego k. Zgadza sie to z naszym wzorem, bo kolejne czynniki moga zmniejszaé¢ si¢ maksymalnie o 1 i ap < k
pociaga pojawienie sie 0 w iloczynie.

Zanim zaczniemy pisaé rozwigzanie zwroé¢my uwage na haczyk — jesli po prostu wymnozymy powyzsze n liczb,
mozemy wyj$¢ poza zakres liczb 64-bitowych! Aby tego unikngé mozemy po kazdym mnozeniu pamigtaé tylko reszte
z dzielenia wyniku przez 10° + 7. Oto pseudokod powyzszego rozwigzania (a modulo b oznacza reszte z dzielenia
liczby a przez b).

sort(all]...a[n]);
wynik = 1;
dzielnik = 1 000 000 007;

for i := 1 ton do
wynik = (wynik * (a[i] - i + 1)) modulo dzielnik;

return wynik;

Przedstawiony algorytm dziala w czasie O(n) czyli liczba operacji jest proporcjonalna do n — o wiele szybciej niz
pierwszy pomyst. Nie wolno zapomnieé o czasie sortowania liczb a; — tu mozemy uzy¢ sortowania przez zliczanie,
ktére réwniez dziata w czasie O(n). Takie rozwiazanie mozna znalezé w plikach mon. cpp oraz mon. pas. Jedli uzyjemy
sortowania w czasie O(nlogn), otrzymamy rozwiazanie niewiele wolniejsze.

4 Rozwigzanie alternatywne

Drugie rozwiazanie jest nieco trudniejsze do zrozumienia, ale rowniez jest ciekawe. Polega na odwréceniu sposobu
my$lenia. Ot6z zamiast zastanawiaé sie, ile monet mozemy wlozy¢ do jednego pojemnika, mozemy zliczaé, do ilu
pojemnikéw moze trafi¢ dana moneta. Oznaczmy przez F (k) liczbe sposobéw wlozenia k najmniejszych monet do k
najmniejszych przegrodek. Wynikiem dzialania programu bedzie oczywidcie F'(n). Aby jednak otrzymaé algorytm,
musimy znalez¢é sposéb na obliczanie kolejnych wartosci F'(k).



Najpierw posortujmy przegrédki niemalejaco, podobnie jak w poprzednim rozwiazaniu. Poczatek obliczania funk-
cji F jest prosty: F(1) = 1, poniewaz a; > 1. Zalézmy, ze znamy F(k — 1). Jak wtedy policzyé F(k)? WlozyliSmy
k — 1 monet i musimy znalez¢ miejsce na monete wielkosci k. Mozliwych miejsc jest tyle, ile przegrodek wielkosci
co najmniej k wsréd pierwszych (czyli najmniejszych) k przegrédek — oznaczmy te liczbe przez by. Jesli b = 0, to
widaé, ze sie nam nie powiedzie i mozemy przerwaé obliczenia. Zalézmy wiec, ze by > 0. A co zrobi¢ z moneta, ktéra
byla wczesniej na wybranym miejscu? Ma ona rozmiar mniejszy od k, wiec mozemy wstawié ja w k-ta przegrédke
(tutaj korzystamy z tego, ze posortowaliémy dane!).

Zatem z kazdej poprawnej permutacji pierwszych k—1 monet otrzymujemy b poprawnych permutacji pierwszych
k monet. Trzeba tutaj pokazaé, ze w ten sposob nie stworzymy dwukrotnie tej samej permutacji, ale zostawiamy to
jakie latwe ¢wiczenie dla czytelnika. Daje nam to wzér F(k) = by F(k — 1) dla k > 1.

Zatem wynik to po prostu bs - b3 - - - b, — zgadza sie to z obserwacja, ze jesli ktéres b; jest rowne 0 to nie uda nam
sie w zaden sposob wypelni¢ klasera.

Pozostaje kwestia wyznaczenia liczb b;. Niech ¢; oznacza pierwszg pozycje, na ktorej a., > i (pamietajmy, ze ciag
a; jest posortowany niemalejaco). Zauwazmy, ze b; = i — ¢; + 1. Liczby ¢; mozna juz policzy¢ w bardzo prosty sposob:

joi=1;
for i := 1 to n do
begin
while j <= ali] do
begin
cljl :=1;
j=3+1
end;
end;

W przypadku, kiedy liczby a[i] sa przechowywane w kubeltkach, to obliczanie wartosci c[] jest jeszcze prostsze.
To rozwiazanie réwniez dziala w czasie O(n). Zaimplementowano je w plikach mon2. cpp oraz mon2.pas.



