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Lekcja: Poczatek — wyszukiwanie binarne

“Za duzo, za malo”

W dos$¢ dawnych czasach pewna stacja radiowa organizowata dla stuchaczy zabawe: przygotowywano pewna
sume pieniedzy do wygrania, na antenie oglaszano jej orientacyjng wielkos¢ (na przyktad "do 20 000 zt"), a
nastepnie stluchacze dzwonili do studia. Pierwsza osoba, ktéra podata doktadng sume¢ ("dwanascie tysiecy
sze$cset dwadziescia trzy ztote i pigédziesiat siedem groszy"), wygrywala ja na wlasno$¢. Po kazdym telefonie
shuchacza rozlegat si¢ komunikat “ZA DUZO”, je$li podana zostala zbyt wielka suma, lub “ZA MALO”, jesli
zbyt skromna.

Zalézmy, ze jesteSmy jedynym dzwonigcym do studia, a suma do rozdania to catkowita liczba miedzy 1 a
1000 ztotych. Ile telefondw potrzebujemy, aby zgadna¢ wiasciwa liczbe?

Gdybysmy byli optymistami, zapytaliby§my najpierw o 1000 ztotych, potem o 999, potem o 998 i tak dale;j...
problem w tym, ze przy stosunkowo rozsadnej i prawdopodobnej sumie 600 ztotych wymagatoby to az 400
telefonow. Uwzgledniajac koszt rachunku telefonicznego, taka strategia stataby si¢ catkiem nieoptacalna.

Catkiem mozliwe, ze trafilibySmy juz w pierwszym, lub w drugim ruchu. Wazng cecha myslenia
algorytmicznego jest przygotowywanie si¢ jednak na przypadek najgorszy, zwany zwykle pesymistycznym,
cho¢by nawet byl on mato prawdopodobny. Dla naszej strategii najgorszy przypadek nastapi przy kwocie 1zt
1 zmusi nas do wykonania az tysigca telefonow.

Jak poradzi¢ sobie lepiej? Zastandwmy si¢, co si¢ stanie, jesli zaczniemy od strzatu w kwotg 500zt
Najprawdopodobniej nie trafimy we wtasciwg sume, za to na przyktad przy odpowiedzi “ZA DUZO” wiemy
juz, ze kwota musi miesci¢ si¢ pomiedzy 1 a 499 zlotych, o wszystkich wigkszych liczbach mozemy
zapomnie¢. Z kolei przy odpowiedzi “ZA MALO” wlasciwa kwota bedzie na pewno pomigdzy 501 a 1000
zlotych.

Strategi¢ t¢ mozna powtorzy¢: jesli wynik miesci si¢ w przedziale [500,1000], kolejnym ruchem bedzie strzat
w Srodek tego przedziatu — kwote 750 zt. Przykladowa gra (zal6zmy, Ze nie wiedzac o tym, §cigamy nagrodg
600 zt) mogtlaby przy tej strategii wygladac tak:

Strzal | Rezultat Whniosek

500 |ZA MALO |Kwota w przedziale [501,1000]
750 ZADUZO Kwota w przedziale [501,749]
625 |ZADUZO |Kwota w przedziale [501,624]
562 |ZA MALO Kwota w przedziale [563,624]
594 |[ZA MALO Kwota w przedziale [595,624]
609 ZADUZO Kwota w przedziale [595,608]
601 ZADUZO Kwota w przedziale [595,600]
598 ZA MALO Kwota w przedziale [599,600]
599 ZA MALO Kwota w przedziale [600,600]
600 WYGRANA!
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Do wiasciwej kwoty doszlismy w dziesigciu telefonach. Przy kwocie 625 zt zgadlibySmy juz w trzeciej probie.
A czy jest mozliwe, ze wykonalibySmy duzo wigcej pracy? Nie jest! Popatrzmy na przedzialy napisane w
ostatniej kolumnie. Pierwszy z nich ma dtugos¢ 500, drugi 249, kolejny 124... kazdy nast¢pny jest okoto dwa
razy krétszy od poprzedniego i jest tak bez wzgledu na to, jakie otrzymywalismy odpowiedzi. Cokolwiek by
si¢ zatem nie dziato, najpdzniej w dziesigtym kroku dlugosc¢ tego przedziatu spadnie do 1, a wiec bedziemy
znali wlasciwa liczbe.

Algorytm, ktory szuka zadanej wielkosci tg metodg — dzielenia na pot przedzialu, w ktérym moze si¢
znajdowac — zwany jest wyszukiwaniem binarnym.

Wyszukiwanie binarne w tablicy

Wykorzystajmy wiedze¢ z gry, aby rozwigza¢ problem algorytmiczny. Mamy pewien (potencjalnie dlugi, ale
na razie poprzestanmy na 15-elementowym) ciag liczb, uporzadkowany rosngco:

114591218 20 21|27 |32 35 48 |49 51 54

Ciag przechowujemy w tablicy tablica[], indeksowanej od 0 do n-1. Naszym zadaniem jest znalez¢ pozycje¢
(indeks tablicy), na ktorym jest liczba 12 — zat6zmy na chwile, ze mamy pewno$¢, iz liczba w tablicy na
pewno sie znajduje. Najprostszym sposobem bytoby sprawdzenie wszystkich elementéw tablicy za pomoca
prostej petli. Jak zrobi¢ to tak, aby nie napracowac si¢ za bardzo? Identycznie jak w radiowej grze: sprawdzmy
najpierw, jaka liczba jest w potowie tablicy (czyli w komorce tablica[7]). W tym wypadku — 21, czyli za duzo,
a to znaczy, ze 12 na pewno znajduje si¢ pomigdzy tablica[0] a tablica[6]. Wystarczy teraz powtdrzy¢
operacje na mniejszym, poczatkowym fragmencie tablicy —od indeksu 0 do 6. W tym celu sprawdzamy $rodek
tego fragmentu, czyli wartosc¢ tablica[3]...

Bardziej formalnie: staramy si¢ znalez¢ pewna liczbg x w tablicy tablica[0..n-1], czyli poda¢ taki indeks i, dla
ktorego tablica[i] = x. W tym celu wezmy dwie zmienne poczgtek i koniec, ustawmy poczgtek na 0 i koniec
na n-1. Bedziemy stara¢ si¢ utrzymywac nastepujacy fakt: element X znajduje si¢ w tablicy pomiedzy
indeksami poczgtek i koniec. Patrzymy, co znajduje si¢ doktadnie na srodku pomigdzy tymi indeksami — (czyli
definiujemy zmienng srodek jako $rednig poczgtku 1 konca) jesli w komorce tablica[srodek] jest liczba
wigksza od X, wiemy ze trzeba szukaé dalej pomiedzy poczgtkiem a srodkiem. Jesli za§ mniejsza od X,
szukamy miedzy srodkiem a koncem:

int poczatek = 0;

int koniec = n - 1;
bool znalezione = false;
do
{
srodek = (poczatek + koniec) / 2;
if (tablicalsrodek] == x) // trafilidmy w x - koniec
znalezione = true;
else
if (tablica[srodek] > x) //na $rodku jest zbyt duzy element
koniec = srodek - 1; //to x w przedz. [poczatek, srodek-1]
else //jesli na Srodku el. jest zbyt maty
poczatek = srodek + 1; //szukamy w przedz. [srodek+l, koniec]
} while (!znalezione);

Ten kod zadziala jednak tylko przy zatozeniu, ze element X znajduje si¢ w tablicy — po jego zakonczeniu, w
zmiennej srodek. Jak zabezpieczyc¢ sie przed sytuacja, w ktorej go nie ma? Mozna na przyktad w ten sposob:
int poczatek = 0;
int koniec = n - 1;
while (poczatek < koniec)
{

srodek = (poczatek + koniec) / 2;

if (tablica[srodek] >= x) //na Srodku jest elem. wiekszy lub réwny x...
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koniec = srodek; //zatem x w przedziale [poczatek, srodek]
else //na Srodku jest el. mniejszy od x...
poczatek = srodek + 1; //zatem x w przedziale [srodek+l, koniec]

}

Zauwazmy, ze W tej wersji nie sprawdzamy za kazdym razem, czy nie trafilismy w komoérke zawierajaca
X, zamiast tego zyskujac na prostocie i zwigzto$ci algorytmu. Procedura dziata do momentu, az poczgtek |
koniec przybiora te samg warto$¢. Jesli element X jest w tablicy, musi by¢ dokladnie w komorce
tablica[poczgtek]. Jesli zas§ w tym miejscu znajduje si¢ cokolwiek innego niz X, wiemy, ze nie byto go w
tablicy.

Logarytm

Ile iteracji wykona gléwna petla algorytmu? Podobnie jak przy grze “za duzo, za mato”, za kazdym razem
dhugo$¢ przedziatu [poczqtek, koniec] zmniejsza si¢ dwukrotnie. Na poczatku wynosi ona N. Dla 4-
elementowego przedzialu wykonamy zatem dwie iteracje, dla 8-elementowego — 3 iteracje, dla 16-
elementowego — 4 iteracje, i tak dalej. Widzimy (i bardzo fatwo jest pokazaé), ze dla N=2k wykonamy
doktadnie K iteracji. Taka liczba K zwana jest logarytmem dwéjkowym z liczby .

Definiujac precyzyjnie, logarytm dwojkowy z dowolnej liczby dodatniej a to taka liczba X, dla ktérej 2x=a.
Oznaczamy ja przez 10g2a, przy czym czesto piszemy po prostu l0ga. Dla "wiekszosci" mozliwych
argumentéw &, nawet catkowitych, liczba l0ga nie jest catkowita, a nawet wymierna (na przyktad
log12=3,5849.... Nam bedzie na ogét przydatne jej zaokraglenie do liczby catkowitej — w szczegdlnosci,
algorytm wyszukiwania binarnego wykonuje zawsze [logn] (sufit z logarytmu z N ) iteracji petli.

Intuicyjnie, logarytm z liczby N moéwi, ile razy mozemy ja podzieli¢ N przez 2, zanim spadnie ponizej jednosci
— liczbg 4 mozemy podzieli¢ dwa razy, zas liczbe 32 — pigc razy. Jest to tez “mniej wigcej” liczba cyfr liczby
w zapisie dwojkowym pomniejszona o jeden (na przyktad 26=(11010)2, czyli ma pie¢ cyfr dwojkowych,
podczas gdy logarytm z 26 to okoto 4,7).

Logarytm jest bardzo wolno rosnaca funkcja — logarytm z 1 000 000 (miliona) to okoto 20, logarytm z 109
(miliarda) — okoto 30. Dlatego algorytmy, ktore wykonuja logarytmiczng liczbg krokow, uwazane sg za bardzo
szybkie. Logarytm bedzie pojawial si¢ na naszym kursie bardzo czesto, dlatego warto zapamigtac i dobrze
zrozumie¢ to pojecie.

Troche kwestii technicznych

Co sie stanie, jesli w tablicy jest wigcej niz jedno wystagpienie poszukiwanego elementu x? Nasza funkcja
zawsze znajdzie wtedy indeks pierwszego wystgpienia. Istotnie, zauwazmy, ze Owo pierwsze wystgpienie
zawsze jest pomiedzy indeksami poczgtek a koniec. Jesli strzal (wskaznik srodek) trafi w jedna z komorek
zawierajacych X, bedziemy kontynuowa¢ wyszukiwanie w pierwszej potowie tablicy, by¢ moze tracgc czgs¢
ostatnich wystapien X, ale trzymajac pierwsze wystapienie w przeszukiwanym obszarze.

Jak zmodyfikowa¢ procedure tak, aby znajdowata ostatnie wystapienie X? Wystarczy zapewni¢, aby w razie
trafienia doktadnie X kontynuowa¢ wyszukiwanie w prawej potowie tablicy. Trzeba jednak bardzo uwazac,
tatwo bowiem o nastepujacy (btedny!) kod:

int poczatek = 0;

int koniec = n - 1;

while (poczatek < koniec)

{
srodek = (poczatek + koniec) / 2;
if (tablica[srodek] <= x)
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poczatek = srodek;
else

koniec = srodek - 1;
}
Na pierwszy rzut oka wszystko jest dobrze — jesli na srodku znajduje si¢ element X lub mniejszy, szukamy w
przedziale [srodek, koniec], jesli wigkszy — [poczgtek, srodek-1]. Zobaczmy jednak, co si¢ stanie, kiedy
pozostang nam juz tylko dwa elementy do przeszukania (czyli koniec = poczgtek+1), a pierwszym
z nich bedzie x. Wtedy srodek, na skutek zaokrgglenia, ma t¢ samg warto$¢, co poczgtek. Zatem
instrukcja poczqtek = srodek nic nie zmieni, a algorytm po prostu zapetli sie.

Zobaczmy, dlaczego poprzednia wersja algorytmu byta wolna od tego problemu: otéz ze z wzgledu na
zaokraglenie dzielenia przez 2 w dol, srodek czasem jest rowny poczgtkowi, nigdy jednak koricowi. Mozna
zatem bezpiecznie przej$¢ do przedziatu [poczqgtek, srodek], albo [srodek+1, koniec], gdyz musza one by¢
mniejsze od przedziatu /poczqtek, koniec], ale nie mozna bezpiecznie przechodzi¢ do przedzialu [srodek,
koniec]. Aby zadziatata druga wersja algorytmu, wystarczy zaokragla¢ dzielenie do gory, na przyktad w taki
sposob:

int poczatek = 0;
int koniec = n - 1;
while (poczatek < koniec)
{
srodek = (poczatek + koniec + 1) / 2; // dzielenie przez 2 z zaokr. w gobre
if (tablica[srodek] <= x)
poczatek = srodek;
else
koniec = srodek - 1;

}
Teraz srodek moze by¢ rowny koricowi, ale nigdy nie bedzie rdowny poczgtkowi. Algorytm nie moze si¢ zatem

zapetlic.
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